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Wstep

Minimalizacja znieksztatcenn odwzorowawczych, od wiekdw, jest jednym z podstawowych
problemo6w kartografii matematycznej. Konstruowaniem odwzorowan kartograficznych, spel-
niajacych rozne kryteria rozkladu znieksztalcen odwzorowawczych, zajmowali si¢ najwigksi
matematycy, tacy jak: Gauss, Czebyszew, Lambert, Lagrange. Pierwsze prace z zakresu mini-
malizacji znieksztalceni odwzorowawczych pojawity si¢ w XIX wieku, wsréd nich na naj-
wigksza uwagge zashuguja opracowania wykonane przez Tissota, Airy’ego i Czebyszewa.

August Tissot w 1860 roku podat kryterium minimalizacji znieksztatcen w odwzorowa-
niach kartograficznych, a w 1881 roku przedstawit metode¢ konstrukcji odwzorowania o mini-
malnych znieksztalceniach. Ograniczajac si¢ do aproksymacji funkcji odwzorowawczych wie-
lomianami potggowymi trzeciego stopnia, przedstawit odwzorowanie zblizone do odwzorowa-
nia konforemnego stozkowego i odwzorowania konforemnego stereograficznego.

W 1861 roku George Airy opracowal odwzorowanie azymutalne posrednie pomigdzy
odwzorowaniem konforemnym i odwzorowaniem rownopolowym. Odwzorowanie posia-
dato minimalne znieksztalcenia, zgodnie z zaproponowanym kryterium catkowym.

W 1853 roku rosyjski uczony Pafnutij Lwowicz Czebyszew sformutowal twierdzenie o
»hajlepszych” odwzorowaniach konforemnych, posiadajacych najmniejsze znieksztalcenia
dtugosci. Podatl przy tym kryterium, ktére pozwala minimalizowa¢ oscylacje znieksztalcen
dhugosci linii w catym odwzorowywanym obszarze (Pedzich, 2002; Pedzich, 2008).
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Twierdzenie Czebyszewa, stanowi podstawe tworzenia odwzorowan kartograficznych
konforemych o minimalnych znieksztatceniach odwzorowawczych. Stanowi réwniez punkt
odniesienia dla innych odwzorowan konforemnych. Poprzez poréwnanie odwzorowan karto-
graficznych, opracowanych wedtlug réznych kryteriow odwzorowawczych z odwzorowa-
niem Czebyszewa, mozna oceni¢ wartos¢ kryterium pod wzgledem mozliwosci minimalizacji
znieksztalcen w odwzorowywanym obszarze (Pgdzich, 2008). W literaturze mozemy znalez¢
wiele prac poswigconych zagadnieniu tworzenia odwzorowan spetniajacych to kryterium:

O Urmajew w 1962 roku wyznaczyt odwzorowanie Czebyszewa dla pétkuli ograniczo-
nej potudnikami A=7/2 i A=mt/2. Warto$¢ skali dlugo$ci w tym odwzorowaniu osiaga
maksimum m = 1 na brzegu obszaru. Natomiast w srodku obszaru =0, A=0 osiaga
minimum m = 1/2. Metoda zaproponowana przez Urmajewa nie ma charakteru ogdl-
nego. Nie znajduje zastosowania w przypadku dowolnego obszaru (Pgdzich, 2002).

O Gdowski w 1969 roku podat analityczna metode konstruowania odwzorowan typu
Czebyszewa w kole geodezyjnym. Rozwiazat zagadnienie Dirichleta przy uzyciu orto-
normalnego uktadu funkcji harmonicznych na brzegu obszaru. Réwniez Gdowski w
1971 roku podat uproszczona metod¢ konstruowania odwzorowania typu Czebysze-
wa w kole geodezyjnym, w postaci szeregdw potegowych, ograniczajac je do wyra-
zO6w rzgdu trzeciego (Pedzich, 2002).

O Miller (1953) opracowat zmodyfikowane odwzorowanie stereograficzne dla Europy i
Afryki. Wykonane mapy posiadaja linie statych znieksztatcen w ksztatcie owali (Sny-
der, 1987).

O Lee zastosowatl kryterium Czebyszewa do odwzorowania stereograficznego ukosne-
go dla mapy Oceanu Spokojnego (Snyder, 1987).

O Snyder (1987) opracowal zmodyfikowane stereograficzne konforemne odwzorowa-
nie 48 Standéw Zjednoczonych, ograniczonych przez izoskalg o ksztalcie prostokat-
nym, z zaokraglonymi naroznikami.

O Bugajewski (1986) podat w zarysie sposdb wyznaczenia odwzorowania typu Czeby-
szewa metodami numerycznymi dla obszaru ograniczonego dowolng krzywa zamknigta.

O Pedzich (2002) przedstawit rozwiniecie metody opracowanej przez Bugajewskiego
oraz zastosowatl jg do opracowania odwzorowania Czebyszewa obszaru Polski.
W metodzie tej funkcje odwzorowawcze aproksymuje si¢ szeregami potggowymi
zmiennej zespolonej, ktérych wspétezynniki wyznacza si¢ metoda najmniejszych
kwadratow.

W przypadku odwzorowan réwnopolowych problem minimalizacji znieksztatcen pozo-
staje nadal otwarty, migdzy innymi Mieszczeriakow rozwazat szczegdlny przypadek wyzna-
czenia najlepszego odwzorowania Eulera, tzn. odwzorowania rownopolowego z siatkq orto-
gonalna, lecz rozwazal tylko wariant gdy poludnik osiowy jest linig prosta. Dyer i Snyder w
1989 roku zastosowali iteracyjng metode do rozwinigcia ogdlnych formul w odwzorowaniu
réwnopolowym o minimalnych znieksztalceniach, zaprojektowanym dla Alaski (Bugajewski,
Snyder, 1995).

Istnieje wiele innych ciekawych koncepcji, dotyczacych minimalizacji znieksztatcen od-
wzorowawczych, w odwzorowaniach réwnopolowych. Interesujacym sposobem minimali-
zacji znieksztalcen odwzorowaczych, sq tzw. transformacje wielomianowe istniejacych od-
wzorowan kartograficznych (Canters, 2002). Wykorzystujac opracowang metode, Canters
zaproponowat seri¢ zmodyfikowanych odwzorowan réwnopolowych azymutalnych dla Unii
Europejskiej (Canters, 2007).
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Poszukujac odwzorowania kartograficznego, czgsto stosuje si¢ roznego rodzaju kryteria
minimalizacji znieksztalcen. Kryteria te mozna podzieli¢ na globalne, odnoszace si¢ do od-
wzorowan minimalizujacych znieksztatcenia odwzorowawcze w calym odwzorowywanym
obszarze oraz szczegdlowe, dotyczace pewnej grupy odwzorowan, w ktérych dana krzywa
lub krzywe odwzorowujq si¢ ze stata skala. Kryteria globalne stosowane sg zaréwno do
poszukiwania funkcji odwzorowawczych nieograniczonych zadnymi warunkami dodatko-
wymi, jak réwniez do poszukiwania funkcji odwzorowawczych z ograniczeniami, na przy-
ktad warunkami konforemnosci lub rownopolowosci. Kryteria szczegétowe sa przewaznie
stosowane do wyznaczenia odwzorowan ze z gory narzuconymi warunkami dodatkowymi.
Istnieje wiele prac opisujacych problem konstrukcji odwzorowan w oparciu o kryteria glo-
balne i szczegdtowe.

W pracy (Fenna, 2007) przedstawiono metod¢ konstrukcji odwzorowania azymutalnego
sfery spelniajacego kryterium Airy dla obszaru ograniczonego rownoleznikiem. W 1969 roku
Gdowski przedstawil metod¢ konstrukcji odwzorowan kartograficznych wedtug kryterium
Airy’ego, z zastosowaniem rachunku wariacyjnego (Pedzich, 2008). W pracy (Latuszek,
2013) zastosowano metode optymalizacji Neldera-Meada do konstrukcji odwzorowania kar-
tograficznego azymutalnego, spetniajacego kryterium Airy. Grafarend i Krumm (2006) przed-
stawili metode wyznaczania statych w wybranych odwzorowaniach kartograficznych, z
zastosowaniem kryterium Airy. W pracy (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995) wypro-
wadzono formuly odwzorowawcze dla odwzorowan stozkowych elipsoidy w ptaszczyzne,
spetniajacych kryteria Kawrajskiego i Eulera.

Artykut ten, poswigcony jest zastosowaniu rachunku wariacyjnego do opracowania od-
wzorowan kartograficznych, spetniajacych kryteria globalne Airy i Fioriniego. Na przykladzie
odwzorowan walcowych i azymutalnych, przedstawiono podstawowe etapy opracowania tego
typu odwzorowan kartograficznych. Wyprowadzono uktady rownan rézniczkowych Eulera-
Lagrange’a oraz ich rozwigzania. Celem prezentowanej pracy byto réwniez zbadanie wielkosci
oraz rozktadu znieksztatcen w tego typu odwzorowaniach oraz porownanie ich z innymi od-
wzorowaniami stosowanymi w kartografii. Poniewaz, w przypadku innych niz walcowe i
azymutalne typéw odwzorowan, rozwigzanie réwnan rézniczkowych mozna uzyskac jedynie
poprzez zastosowanie metod przyblizonych, autorzy przedstawili ich opis w zarysie. W artyku-
le przedstawiono przeprowadzone przez autoréw wstgpne badania z zakresu zastosowania
rachunku wariacyjnego do minimalizacji znieksztalcen odwzorowawczych. W przysztosci,
autorzy planujq dalsze prace w odniesieniu do innych odwzorowan kartograficznych, migdzy
innymi stozkowych oraz umownych, zaréwno sfery jak i elipsoidy.

Rachunek wariacyjny: wyjasnienie podstawowych pojec,
przyklady zastosowan

Rachunek wariacyjny jest dzialem analizy matematycznej. Rozwinal si¢ rownoczesnie z
rachunkiem rézniczkowym, od poczatku jest zwiazany z zastosowaniami matematyki, przede
wszystkim w fizyce, mechanice i naukach technicznych. Problematyka rachunku wariacyj-
nego skupia si¢ wokot znajdowania wartosci ekstremalnych funkcjonatéw. Szuka si¢ warto-
$ci najmniejszych lub najwigkszych funkcjonatdéw rzeczywistych, okreslonych na pewnych
zbiorach funkcji; w najprostszym przypadku, na zbiorach funkcji ciaglych wraz z pierwsza
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pochodna na zadanym przedziale, spelniajacych okreslone warunki brzegowe (Grzymkow-
ski, Pochciat, 2009).

Funkcjonaty, sa to odwzorowania ze zbioru funkcji w liczby rzeczywiste (van Brunt,
2004). Definiowane sg zazwyczaj przez calki oznaczone:

1040 = [ () () 0

gdzie F to funkcja bazowa.
Jezeli funkcja y(x) minimalizuje funkcjonat /(y(x)) w przedziale [a, b] to funkcja y(x) spet-
nia rdwnanie rozniczkowe Eulera-Lagrange’a, ktére ma posta¢ (McQuarrie, 2006):

d OF OF _

dx oy' Oy

Rozwiazania rownania (2) nazywamy ekstremalami lub funkcjami stacjonarnymi funk-
cjonatu (1) (Grzymkowski, Pochciat, 2009).

Klasyczne zadania rachunku wariacyjnego to: wyznaczenie najkrotszej odlegtosci miedzy
dwoma punktami na powierzchni, problem brachistrony, czy problem wyznaczenia zamknigtej
krzywej o zadanej dtugosci, tak aby obszar przez nig ograniczony mial najwigksze pole (McQu-
irrie, 2006).

Rachunek wariacyjny znalazt tez szerokie zastosowanie w kartografii matematycznej zaj-
mujacej si¢ teorig odwzorowan kartograficznych.

@

Zastosowania rachunku wariacyjnego
w kartografii matematycznej

Opracowujac mapy dazy si¢ do uzyskania jak najmniejszych znieksztatcen odwzorowaw-
czych. W praktyce najczesciej stosuje si¢ odwzorowania réwnokatne lub réwnopolowe.
Przyjmujac jedno z wymienionych wyzej kryteridw, uzyskuje si¢ znaczne znieksztatcenia
drugiego typu. Dlatego tez warto rozwazy¢ mozliwos¢ zastosowania odwzorowan kartogra-
ficznych, w ktérych minimalizuje si¢ zarowno znieksztalcenia katow, jak i pdl powierzchni.

Rozwiazanie tego problemu mozna uzyska¢ przez zastosowanie tzw. kryteriow global-
nych, tzn. takich, ktére pozwalaja minimalizowa¢ znieksztalcenia w catym odwzorowywa-
nym obszarze. Przyjmuje si¢ wowczas aby odwzorowanie spetniato warunek minimum jed-
nej z tzw. miar integralnych, o postaci:

1
E =— |edP =min
3. 3)
gdzie e jest to integralna miara znieksztatcen, P jest polem obszaru (Pgdzich, 2008).
Wsrdéd miar integralnych mozemy wyrdzni¢ (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995;
Pedzich, 2008):
O miary Airy

E, :% [{om =1 +(a-1¢] ap @
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O miary Fioriniego

E, :;J{(’:—ljz +(mn—l)2} dpP (5)

O miary Jordana
E, - % [l m)? + () ap )
P

gdzie m i n sq to ekstremalne skale dlugosci, czyli skale dlugosci w kierunkach gléwnych
odwzorowania kartograficznego.

Miary Jordana i Airy pozwalaja minimalizowa¢ znieksztalcenia w kierunkach gtéwnych.
Stosujac te miary dazy si¢ do tego, aby w kazdym punkcie ptaszczyzny odwzorowania
uzyskac jak najmniejsze znieksztatcenia dtugosci. Stosujac kryterium Fioriniego minimalizuje
si¢ znieksztalcenia pol powierzchni i katéw. lloczyn ekstremalnych skal dtugosci (m, n) jest
rowny skali pol, a iloraz tych skal jest miara znieksztatcen katow. W obu przypadkach dazy
si¢ do uzyskania odwzorowan kartograficznych jak najbardziej bliskich odwzorowaniom
izometrycznym.

Poszukiwanie funkcji odwzorowawczych, ktére spetniaja kryteria globalne, jest zada-
niem z zakresu rachunku wariacyjnego. Na przykladzie dwoch podstawowych typow od-
wzorowan kartograficznych, tzn. walcowych i azymutalnych, wyjasnimy zasad¢ opraco-
wania tego typu odwzorowan kartograficznych.

Odwzorowania walcowe spelniajgce kryterium Airy

Funkcje w odwzorowaniu walcowym, maja posta¢ (Gajderowicz, 2009):

x=x(@,y=cA @)
Skale ekstremalne m i n:
1 ox <

= n=
R Op Rcos¢ ®)

Przyjmujac R = 1 kryterium Airy dla odwzorowania walcowego przyjmuje postac:

P2 2 2
E= (dx—lJ +( ¢ —lj cos@ dp =min ©)
b do cosQ

Réwnanie rozniczkowe Eulera-Lagrange’a dla odwzorowania walcowego otrzymuje na-
stgpujaca postac:
2
do*

Przy warunkach x(0) = 0, x'((p, )= x'((pz) =1rozwigzaniem réwnania jest funkcja:

x=¢ an

cosgo—j—xsin(o+sin(p=0 (10)
2
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Odwzorowanie spetniajace kryterium Airy ma wigc postac:
XxRpy =RA (12)

1
cos@

m=1 n=

(13)

Jest to znane odwzorowanie walcowe normalne réwnoodlegtosciowe w kierunku potu-
dnikow.

Odwzorowania walcowe spelniajace kryterium Fioriniego

Kryterium Fioriniego dla odwzorowania walcowego przyjmuje nast¢pujaca forme:

Pr 2 2
E= de ! —1} +(jxcos¢7—1J }cosgpdgo:min (14)

—Pr ¢

Réwnanie rozniczkowe Eulera-Lagrange’a dla odwzorowania walcowego otrzymuje postac:

2

d’x (1+cos gz))— sm2¢)+251n¢) 0 (15)
dy’ do

Stosujac metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych, przy warunku
x(0) = 0, otrzymano nastepujace rozwiazanie:

‘f+sm¢7‘ . [1-3cos’ p (16)
‘f sm¢‘ arcsm 1+cos’ ¢

gdy przyjmiemy warunki brzegowe takie, ze:

x'(0)=0 oraz x'(p,)=x"(-¢,)=1 (7)
wowczas stata C przyjmie postaé:
C=(1-cosg,) (18)
Odwzorowanie kartograficzne walcowe spehiajace kryterium Fioriniego ma wigc postac:
! 2
x=R £1 V2 +sing +(1-cosp, ) ! arcsin[1 JCOSZ (0]
\f sin @ 242 1+cos™ ¢ (19)
y=Rcosp, A

Skala znieksztatcen dtugosci przyjmuje forme:
_ 2cosp N (l—cos gz)k)z (20)
l+cos’p 1+cos’g

Przyjmujac warunek, ze réwnik odwzorowuje si¢ bez znieksztalcen, czyli dla ¢, = 0
funkcje odwzorowawcze upraszczajq si¢ do postaci:

V2 x/7+sm¢7
—R—l
f sin ¢

skala znieksztatcen w kierunku potudnikow otrzymuje postac: m =

b

y=RA 1)

2cos @
1+cos* ¢ (22)
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Porownanie znieksztalcen w odwzorowaniach
walcowych normalnych sfery: rownopolowym, rownokgtnym,
rownoodleglosciowym, Millera oraz wyznaczonym
wedlug kryterium Fioriniego

Poréwnajmy znieksztatcenia w odwzorowaniach normalnych walcowych: réwnopolo-
wym, réwnokatnym, réwnoodlegtosciowym, Millera oraz wyznaczonym wedtug kryterium
Fioriniego.

Odwzorowanie Millera, nie jest ani rdwnokatne, ani rdwnoodlegtosciowe. Opracowano
je w 1942 roku. Celem byto uzyskanie niewielkich znieksztatcenn odwzorowawczych. Funk-
cje odwzorowawcze w tym odwzorowaniu maja nastgpujaca posta¢ (Snyder, 1987):

Rin tan(z + O.4¢Jj

x= (23)
0.8

y=RA

Wigcej informacji na temat odwzorowania Millera mozna znalez¢ w pracy (Snyder 1987).
Wszystkie wymienione wyzej odwzorowania maja takie same znieksztatcenia w kierunku
roéwnoleznikow. Skala znieksztatcen dtugosci w kierunku réwnoleznikdw jest rowna:

1

cosg

n= (24)
Natomiast skale dtugosci w kierunku potudnikéw w tych odwzorowaniach przyjmuja
rézne wartosci i sg réwne:
O w odwzorowaniu rownokatnym Merkatora (Gajderowicz, 2009):
1

m= cosp 2%
O w odwzorowaniu rownopolowym (Gajderowicz, 2009):

m=cos@ (26)
O w odwzorowaniu réwnoodleglosciowym w kierunku potudnikéw:

m=1 27)
O w odwzorowaniu Millera (Snyder, 1987):

"= cos((l).8(o) @
O w odwzorowaniu walcowym wg kryterium Fioriniego:

ey @)

Znieksztalcenia obliczono na podstawie wzoréw: m-1 oraz n-1.
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Na rysunku 1 przedstawiono znieksztatcenia dlugosci w pieciu wymienionych wyzej od-
wzorowaniach. Mozemy zauwazy¢, ze najmniejsze, zerowe znieksztalcenia dtugosci wyste-
puja w odwzorowaniu rownoodlegtosciowym w kierunku potudnikow. W odwzorowaniu
rownopolowym i Fioriniego sa zblizone do siebie, przy czym w tym drugim odwzorowaniu
osiagaja nieco mniejsze wartosci. W odwzorowaniu Millera znieksztalcenia osiagaja podobne
warto$ci jak w odwzorowaniu Fioriniego, lecz z przeciwnym znakiem. Najwieksze znie-
ksztalcenia dtugosci wystepuja w odwzorowaniu Merkatora.

Na rysunku 2 przedstawiono skale znieksztalcen pol w wyzej wymienionych pieciu od-
wzorowaniach kartograficznych. Mozemy zauwazy¢, ze w odwzorowaniu Fioriniego uzy-
skano bardzo mate znieksztalcenia pol, natomiast w odwzorowaniu rownokatnym znieksztat-
cenia pdl powierzchni osiagaja znaczne wartosci. W odwzorowaniu Millera otrzymujemy
znacznie wieksze znieksztalcenia pdl niz w odwzorowaniu Fioriniego.

Na rysunku 3 przedstawiono znieksztalcenia katowe, w pigciu analizowanych odwzoro-
waniach. Mozemy zauwazy¢, ze odwzorowania rownopolowe majq najwigksze znieksztal-
cenia katowe, nieco mniejsze znieksztatcenia wystepuja w odwzorowaniu Fioriniego i réw-
noodleglosciowym. W odwzorowaniu Millera wystepujq znacznie mniejsze znieksztalcenia
katowe niz w wyzej wymienionych odwzorowaniach.

Na rysunku 4 przedstawiono obraz powierzchni Ziemi w analizowanych pigciu odwzoro-
waniach kartograficznych. Odwzorowania wyznaczane wedlug kryteriow globalnych daja
lepszy obraz — mniej znieksztatlcony niz odwzorowania réwnopolowe czy réwnokatne. Na
podstawie mapy $wiata (rys. 4) mozna zauwazy¢, ze w odwzorowaniu réwnokatnym uzy-
skujemy znaczne znieksztalcenia pol powierzchni (przyktadowo poréwnanie Grenlandii i Afry-
ki), w odwzorowaniach réwnopolowych z kolei mamy duze znieksztatcenia katow, a wigc
ksztalt przedstawionych na mapie obszaréw, szczegodlnie w poblizu biegundw, jest bardzo
mocno znieksztalcony. Znacznie lepszy obraz uzyskujemy w odwzorowaniach, ktére spet-
niaja kryterium Fioriniego i Airy. W odwzorowaniu Millera wystepuja niewielkie znieksztatce-
nia katowe, jednak znaczne znieksztatcenia pdl powierzchni.

W praktyce, najczgsciej zastosowanie znajduja odwzorowania walcowe rownopolowe lub
réwnokatne. Jednak, znieksztalcenia odwzorowawcze dtugosci w tych odwzorowaniach sa
znaczne. Przedstawiajac duzy obszar kuli ziemskiej zastosowanie odwzorowania rownokatne-
go lub rownopolowego jest niewskazane. Przyktadowo w internetowych serwisach lokaliza-
cyjnych najczgsciej stosuje si¢ odwzorowanie Mercatora. Ogromne znieksztatcenia pol po-
wierzchni w tym odwzorowaniu daja bardzo zdeformowany obraz powierzchni Ziemi. Wsp6t-
cze$nie mapy typu Google (rys. 5) sa jednym z najczesciej stosowanych zrédet informacji
geograficznej, rowniez dla mtodych osob, w ktdérych utrwala sie fatlszywy obraz powierzchni
Ziemi. Lepszym rozwigzaniem byloby zastosowanie do opracowania map w systemach loka-
lizacyjnych odwzorowan walcowych, wyznaczanych wedlug kryteriow integralnych.

Odwzorowanie azymutalne spelniajgce kryterium Airy

Kolejnym przyktadem odwzorowania, do wyznaczenia ktoérego zastosujemy rachunek
wariacyjny jest odwzorowanie azymutalne spetniajace kryterium Airy.
Odwzorowanie azymutalne normalne sfery w plaszczyzng przedstawia réwnanie:

x= p(h)cos A y= p(h)sin A 30)

gdzie: p= %_(p



ZASTOSOWANIE RACHUNKU WARIACYJNEGO DO MINIMALIZACJT ZNIEKSZTALCEN W ODWZOROWANIACH ... 311

Skale ekstremalne w odwzorowaniu wynosza:

dp p 31
m= n=
an " sk
W 1881 roku G.B. Airy wyznaczyt azymutalne odwzorowanie o minimalnych znieksztat-
ceniach dla obszaru okotobiegunowego kuli ziemskiej ograniczonego réwnoleznikiem o

szerokosci geograficznej @ = 90° — S, podat przy tym kryterium w nastepujacej postaci:

E= I[m l ]smhdh (32)

Wyprowadzajac wzory Airy popehit btad, ktéry w 1862 r. zostal poprawiony przez Jame-
sa i Clarke’a. Ostatecznie formuly w odwzorowaniu azymutalnym wedtug kryterium Airy
majq posta¢ (Fenna, 2007):

P =2R| tan— cotz'Blnsec£+cotﬁlnsecﬁ (33)
2 2 2 2

Przyjmujac, ze P jest obszarem ograniczonym rownoleznikami %, i 4, kryterium Airy
przyjmuje nastgpujaca forme:

E= j{( ) (lﬁh— Jz}sinhdh:min G4

Znalezienie funkcji p(h) spetniajacej kryterium (34) jest zadaniem z zakresu rachunku
wariacyjnego. Rdwnanie Eulera-Lagrange’a mozna wowczas przedstawi¢ w postaci:

d
1- 2h 35
(1-cos2)° 2 (35)
z warunkami:
() (%) -
dh )y, dh ), (36)

Przyjecie warunkéw (36) oznacza, ze skale dlugosci w kierunku potudnikéw na réwno-
leznikach, dla ktérych i = h, oraz h = h, sq rowne 1.
W wyniku rozwiazania rownania Eulera-Lagrange’a otrzymujemy funkcje' :

p:Atanﬁ+Bcotﬁ+2cotﬁlnsecﬁ
2 2 37

przy czym:

2 lnsecﬁ—lnsecﬁ 2| tan® ﬁlnsech tanZﬁlnsecﬁ
2 2 B= 2 2 2 2

2 By tanzﬁ
2

A= (38)

tan” h_ tan” % tan

1'W 1967 roku odwzorowanie to wyznaczyt Gdowski i opublikowat w pracy pod tytutem ,.Kryterium
Airy i Fioriniego oraz ich uogolnienia w zastosowaniu do klasy normalnych odwzorowan azymutalnych”
(Gdowski, 1967).



312 PAWEL PEDZICH, KATARZYNA STRYCHALSKA

Porownanie znieksztalcen w odwzorowaniach
azymutalnych normalnych sfery:
rownopolowym, rownokatnym, rownoodleglosciowym
oraz wyznaczonym wedlug Kkryterium Airy

Poréwnajmy znieksztalcenia odwzorowawcze w odwzorowaniach aymutalnych: réwno-
polowym, rownokatnym, réwnoodlegtosciowym w kierunku potudnikéw, réwnoodlegto-
Sciowym w kierunku réwnoleznikéw oraz wyznaczonym wedtug kryterium Airy.

Skale ekstremalne przyjmuja nastepujaca posta¢ w odwzorowaniach (Gajderowicz, 2009):

O azymutalnym rownokatnym:

cos?| 22k
cos?| £-2 &9
4 2
O azymutalnym réwnopolowym:
T @ 1
m=cos| ———| n=——>—<
SRR @
cos| ———
4 2
O azymutalnym réwnoodlegltosciowym w kierunku réwnoleznikow:
m=lsing| n=1 (41)
O azymutalnym rownoodlegtosciowym w kierunku potudnikow:
m=1 n=-2 (42)
cos @

W odwzorowaniu Airy skale ekstremalne obliczamy z wzorow (31) po zrézniczkowaniu
funkcji (33).

Na wykresach zaprezentowano znieksztalcenia odwzorowawcze w funkcji szerokosci
geograficznej obliczone dla obszaru ograniczonego rownoleznikami 10° i 80°. Znieksztatce-
nia obliczono za pomocg wzorow: m-1 oraz n-1. Na podstawie rysunku 6 mozna zauwazy¢,
ze znieksztatcenia dlugosci w kierunku potudnikéw w odwzorowaniu spelniajacym kryte-
rium Airy sa stosunkowo niewielkie w poréwnaniu do pozostatych odwzorowan. Nieco
mniegjsze uzyskano w odwzorowaniu réwnopolowym. Na podstawie rysunku 7 mozna za-
uwazy¢, ze odwzorowanie spetiajace kryterium Airy posiada bardzo mate znieksztatcenia
dhugosci w kierunku réwnoleznikow.

Na kolejnych wykresach przedstawiono znieksztalcenia katowe oraz skale znieksztalcen
pol w funkcji szerokosci geograficznej. W wyniku analizy rysunku 8 mozemy stwierdzi¢, ze
odwzorowanie spehiajace kryterium Airy ma stosunkowo niewielkie znieksztalcenia pol po-
wierzchni znacznie mniejsze od pozostatych odwzorowan kartograficznych. Z analizy wyni-
kéw na rysunku 9 wynika, ze odwzorowanie spetniajace kryterium Airy ma niewielkie znie-
ksztalcenia katéw w poréwnaniu z innymi odwzorowaniami kartograficznymi.
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Podsumowujac mozemy uzna¢, ze odwzorowanie azymutalne normalne sfery spehniajace
kryterium Airy posiada niewielkie znieksztalcenia zaréwno dtugosci, katow, jak i pol po-
wierzchni.

Metody przyblizone poszukiwania ekstremali
spelniajacych warunki graniczne

Czesto mamy do czynienia z sytuacja, ze uzyskujemy réwnanie Eulera-Lagrange’a, ktore
nie da si¢ rozwigza¢ prostymi metodami. Wowczas stosuje si¢ metody przyblizone poszuki-
wania ekstremum funkcjonatu. Wsr6d metod przyblizonych poszukiwania ekstremow funk-
cjonatdéw mozemy wymieni¢ metody: Ritza, wazonych reziduow, Galerkina lub réznicowa
(Lodygowski, Kakol, 2003).

Istnieje tez wiele metod numerycznych rozwigzywania uktadéw réwnan rézniczkowych
zwyczajnych. Jedng z metod przyblizonych stosowanych do rozwigzywania réwnan roz-
niczkowych jest metoda szeregéw potggowych, zwana réwniez metoda Frobeniusa (Sche-
id, 1989). Polega ona na poszukiwaniu funkcji w postaci szeregu potegowego:

y= Zx: a,x" 43)
0

Szereg ten wstawiamy do réwnania rézniczkowego, a nastepnie wspotczynniki przy od-
powiedniej potedze zmiennej przyrownujemy do zera.

Metode¢ opiszemy na przyktadzie rownania rézniczkowego (15). Szereg ograniczymy do
7 poczatkowych wyrazéw. Zakladajac, ze x(0) = 0 mozemy napisac:

x=a@+a,p’+a,p’ +a,pt +ap +a,p’+a,p +... (44)
pochodna x’ napiszemy w postaci:

X'=a, +2a,0+3a,0° +4a,0’ +5a,0" +6a,0° +Ta,0° +... (45)

druga pochodna ma postac:
x"=2a, +6a,p+12a,0° +20a.0’ +30a,0" +42a,0° +... (46)

Nastepnie wprowadzimy do rownania (15) nastgpujace rozwinigcia funkcji w szereg:
sin2p =2¢p—4/3¢° +4/15¢° —-8/315¢" +...

cos’p=1-¢> +¢*/3-2/45¢° +... @7
2sing =20 —1/3¢° +1/609° —1/2520¢" +...

Po podstawieniu do réwnania (15) i przyréwnaniu do zera wspdtczynnikéw przy odpo-
wiednich potggach oraz przyjeciu warunku x’(O) = lotrzymujemy nastepujacy wzor przybli-
zony na obliczenie wspotrzednej x:

x=p—1/40¢0° —1/168¢’ (48)

Mnozac otrzymany wzor przez promien sfery otrzymamy przyblizone wartosci wspot-
rzednych x. Mozemy teraz poréwnaé wartosci obliczonych wspétrzednych z wzoru przybli-
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zonego (48) z wartosciami uzyskanymi za pomocg wzoru (21), ktére przyjmiemy za doktad-
nie wyznaczone.

Na rysunku 10 przedstawiono wykresy funkcji (48) oraz (21). Rysunek pokazuje, ze
roznice migdzy wspotrzednymi sa stosunkowo niewielkie. Roznice te rosna wraz z oddala-
niem si¢ od réwnika.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono metod¢ minimalizacji znieksztalcen odwzorowawczych z za-
stosowaniem rachunku wariacyjnego. Gldéwnym celem bylo wyjasnienie, na czym polega
metoda oraz opracowanie przyktadowych odwzorowan kartograficznych, spetniajacych kry-
teria integralne Airy i Fioriniego. W efekcie uzyskano nowe odwzorowanie kartograficzne
walcowe o interesujacych wilasnosciach, mogace znalez¢ zastosowanie do opracowania
matoskalowych map przegladowych w serwisach lokalizacyjnych. Stosowane w nich od-
wzorowanie Merkatora posiada bardzo duze znieksztatcenia dtugosci i pol powierzchni. Po-
przez zastosowanie rachunku wariacyjnego otrzymujemy odwzorowania o mniejszych znie-
ksztatceniach. W atlasach geograficznych do opracowania map prezentujacych cata kulg
ziemska najczesciej stosuje si¢ odwzorowania umowne, na przyktad pseudowalcowe Moll-
weidego. Posiadaja one znacznie mniejsze znieksztalcenia odwzorowawcze niz odwzorowa-
nia walcowe, ale tez cze¢sto bardziej skomplikowane funkcje odwzorowawcze — w odwzoro-
waniu Mollweidego do obliczania jednej ze wspolrzgdnych stosuje si¢ metody iteracyjne.
W odwzorowaniach walcowych funkcje odwzorowawcze maja znacznie prostsza postaé
(sa tez wyjatki np. odwzorowanie Sansona). Ponadto, zaleta odwzorowan walcowych jest
to, ze zbieznos$¢ potudnikow jest rowna zero. Oznacza to, ze siatka kartograficzna jest siatkg
prostokatng. Potudniki i rownolezniki odwzorowuja si¢ na linie proste réwnolegte do osi
uktadu wspotrzednych prostokatnych ptaskich. Niestety majq niewielkie mozliwosci mini-
malizacji znieksztalcen. Zawsze posiadajg duze znieksztalcenia dlugosci w kierunku réwno-
leznikéw. Dlatego w kolejnych badaniach autorzy przeprowadza probe opracowania odwzo-
rowan kartograficznych stozkowych oraz odwzorowan umownych sfery i elipsoidy. W
przypadku tego typu odwzorowan kartograficznych do ich wyznaczenia niezbgdne jest sto-
sowanie metod przyblizonych.
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Streszczenie

Minimalizacja znieksztatcenr odwzorowawczych jest podstawowym problemem kartografii matema-
tycznej. Do opracowania map danego obszaru dobiera sie takie odwzorowania, ktore majq niewielkie
znieksztalcenia odwzorowawcze w kartowanym obszarze. Czesto tez, dobiera sie odwzorowania w
zaleznosci od celu jakiemu stuzy dana mapa, np. w geodezji stosuje sie odwzorowania rownokaqtne,
poniewaz wykonuje sie pomiary kqtowe, w statystyce do prezentacji danych stosuje sie odwzorowania
réwnopolowe, poniewaz dane odniesione sq do pol powierzchni. Przyjecie kryterium zachowania bez
znieksztatcen jednej wielkosci (np. kaqtow, pol powierzchni) powoduje znaczne znieksztatcenia innego
typu. Przyktadowo odwzorowania réwnopolowe posiadajq znaczne znieksztatcenia kqtow, a odwzo-
rowania réownokaqtne znaczne znieksztatcenia pol powierzchni. Dlatego interesujqcym celem prac
badawczych z zakresu kartografii matematycznej wydaje si¢ poszukiwanie odwzorowarn takich, ktore
nie sq ani rownokqtne ani réwnopolowe, lecz posiadajq niewielkie znieksztatcenia obu typow. Odwzo-
rowania takie mogq znalezé zastosowanie w opracowaniu map przegladowych np. w systemach
nawigacji samochodowej lub internetowych serwisach o charakterze lokalizacyjnym typu Google
Maps. Powszechnie stosowane w tego typu systemach odwzorowanie Merkatora nie jest dobrym
rozwiqzaniem, poniewaz daje fatszywy obraz rzeczywistosci.

Autorzy artykutu przedstawili mozliwosci zastosowania rachunku wariacyjnego do minimalizacji
znieksztatcen odwzorowawczych. Rachunek wariacyjny jest jednq z metod optymalizacji, stosowanqw
wielu badaniach naukowych, zajmuje sie szukaniem ekstremow funkcjonatow, okreslonych na prze-
strzeniach funkcyjnych. Zastosowanie rachunku wariacyjnego pozwala na opracowanie odwzorowan
kartograficznych, w ktérych w réwnym stopniu minimalizuje sie znieksztalcenia kqtow i pél po-
wierzchni.

Abstract

Minimizing of distortions in map projections is a basic problem of mathematical cartography. In
creation of a map of a given area map projections with minimal distortion are used. Often, the choice
of map projection depends on the purpose of the map, for example for military purpose conformal
projections are used, because the map is used for determining the direction of flight of artillery bullets,
in calculating the property tax equal-area map projections are applied. Acceptance of one distortion
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criterion (e.g. conformal or equal-area) results in significant distortion of another type. For example,

equal-area map projections have substantial distortion angles and conformal map projections have
significant distortions of areas. Therefore, in mathematical cartography there are used map projec-
tions which are neither conformal nor equal-area i.e. unrestricted projections. Such map projections
could be used in development of review maps e. g. in car navigation systems or location type web sites
e.g. Google Maps.

The authors describe application of variational calculus to minimize map distortions. The variational
calculus is an optimization method used in many scientific studies, which deal with problems of
determining one or more functions or a certain class of functions for which the integral reaches the

extreme (highest or lowest value). The use of variational calculus allows development of cartographic
mappings equally minimizing the distortion of angles and surface areas.
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Rysunek 9. Poréwnanie znieksztatcen katowych
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