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Wstêp

Minimalizacja zniekszta³ceñ odwzorowawczych, od wieków, jest jednym z podstawowych
problemów kartografii matematycznej. Konstruowaniem odwzorowañ kartograficznych, spe³-
niaj¹cych ró¿ne kryteria rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych, zajmowali siê najwiêksi
matematycy, tacy jak: Gauss, Czebyszew, Lambert, Lagrange. Pierwsze prace z zakresu mini-
malizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych pojawi³y siê w XIX wieku, w�ród nich na naj-
wiêksz¹ uwagê zas³uguj¹ opracowania wykonane przez Tissota, Airy�ego i Czebyszewa.

August Tissot w 1860 roku poda³ kryterium minimalizacji zniekszta³ceñ w odwzorowa-
niach kartograficznych, a w 1881 roku przedstawi³ metodê konstrukcji odwzorowania o mini-
malnych zniekszta³ceniach. Ograniczaj¹c siê do aproksymacji funkcji odwzorowawczych wie-
lomianami potêgowymi trzeciego stopnia, przedstawi³ odwzorowanie zbli¿one do odwzorowa-
nia konforemnego sto¿kowego i odwzorowania konforemnego stereograficznego.

W 1861 roku George Airy opracowa³ odwzorowanie azymutalne po�rednie pomiêdzy
odwzorowaniem konforemnym i odwzorowaniem równopolowym. Odwzorowanie posia-
da³o minimalne zniekszta³cenia, zgodnie z zaproponowanym kryterium ca³kowym.

W 1853 roku rosyjski uczony Pafnutij Lwowicz Czebyszew sformu³owa³ twierdzenie o
�najlepszych� odwzorowaniach konforemnych, posiadaj¹cych najmniejsze zniekszta³cenia
d³ugo�ci. Poda³ przy tym kryterium, które pozwala minimalizowaæ oscylacjê zniekszta³ceñ
d³ugo�ci linii w ca³ym odwzorowywanym obszarze (Pêdzich, 2002; Pêdzich, 2008).
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Twierdzenie Czebyszewa, stanowi podstawê tworzenia odwzorowañ kartograficznych
konforemych o minimalnych zniekszta³ceniach odwzorowawczych. Stanowi równie¿ punkt
odniesienia dla innych odwzorowañ konforemnych. Poprzez porównanie odwzorowañ karto-
graficznych, opracowanych wed³ug ró¿nych kryteriów odwzorowawczych z odwzorowa-
niem Czebyszewa, mo¿na oceniæ warto�æ kryterium pod wzglêdem mo¿liwo�ci minimalizacji
zniekszta³ceñ w odwzorowywanym obszarze (Pêdzich, 2008). W literaturze mo¿emy znale�æ
wiele prac po�wiêconych zagadnieniu tworzenia odwzorowañ spe³niaj¹cych to kryterium:
m Urmajew w 1962 roku wyznaczy³ odwzorowanie Czebyszewa dla pó³kuli ograniczo-

nej po³udnikami l=-p/2 i l=p/2. Warto�æ skali d³ugo�ci w tym odwzorowaniu osi¹ga
maksimum m = 1 na brzegu obszaru. Natomiast w �rodku obszaru j=0, l=0 osi¹ga
minimum m = 1/2. Metoda zaproponowana przez Urmajewa nie ma charakteru ogól-
nego. Nie znajduje zastosowania w przypadku dowolnego obszaru (Pêdzich, 2002).

m Gdowski w 1969 roku poda³ analityczn¹ metodê konstruowania odwzorowañ typu
Czebyszewa w kole geodezyjnym. Rozwi¹za³ zagadnienie Dirichleta przy u¿yciu orto-
normalnego uk³adu funkcji harmonicznych na brzegu obszaru. Równie¿ Gdowski w
1971 roku poda³ uproszczon¹ metodê konstruowania odwzorowania typu Czebysze-
wa w kole geodezyjnym, w postaci szeregów potêgowych, ograniczaj¹c je do wyra-
zów rzêdu trzeciego (Pêdzich, 2002).

m Miller (1953) opracowa³ zmodyfikowane odwzorowanie stereograficzne dla Europy i
Afryki. Wykonane mapy posiadaj¹ linie sta³ych zniekszta³ceñ w kszta³cie owali (Sny-
der, 1987).

m Lee zastosowa³ kryterium Czebyszewa do odwzorowania stereograficznego uko�ne-
go dla mapy Oceanu Spokojnego (Snyder, 1987).

m Snyder (1987) opracowa³ zmodyfikowane stereograficzne konforemne odwzorowa-
nie 48 Stanów Zjednoczonych, ograniczonych przez izoskalê o kszta³cie prostok¹t-
nym, z zaokr¹glonymi naro¿nikami.

m Bugajewski (1986) poda³ w zarysie sposób wyznaczenia odwzorowania typu Czeby-
szewa metodami numerycznymi dla obszaru ograniczonego dowoln¹ krzyw¹ zamkniêt¹.

m Pêdzich (2002) przedstawi³ rozwiniêcie metody opracowanej przez Bugajewskiego
oraz zastosowa³ j¹ do opracowania odwzorowania Czebyszewa obszaru Polski.
W metodzie tej funkcje odwzorowawcze aproksymuje siê szeregami potêgowymi
zmiennej zespolonej, których wspó³czynniki wyznacza siê metod¹ najmniejszych
kwadratów.

W przypadku odwzorowañ równopolowych problem minimalizacji zniekszta³ceñ pozo-
staje nadal otwarty, miêdzy innymi Mieszczeriakow rozwa¿a³ szczególny przypadek wyzna-
czenia najlepszego odwzorowania Eulera, tzn. odwzorowania równopolowego z siatk¹ orto-
gonaln¹, lecz rozwa¿a³ tylko wariant gdy po³udnik osiowy jest lini¹ prost¹. Dyer i Snyder w
1989 roku zastosowali iteracyjn¹ metodê do rozwiniêcia ogólnych formu³ w odwzorowaniu
równopolowym o minimalnych zniekszta³ceniach, zaprojektowanym dla Alaski (Bugajewski,
Snyder, 1995).

Istnieje wiele innych ciekawych koncepcji, dotycz¹cych minimalizacji zniekszta³ceñ od-
wzorowawczych, w odwzorowaniach równopolowych. Interesuj¹cym sposobem minimali-
zacji zniekszta³ceñ odwzorowaczych, s¹ tzw. transformacje wielomianowe istniej¹cych od-
wzorowañ kartograficznych (Canters, 2002). Wykorzystuj¹c opracowan¹ metodê, Canters
zaproponowa³ seriê zmodyfikowanych odwzorowañ równopolowych azymutalnych dla Unii
Europejskiej (Canters, 2007).
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Poszukuj¹c odwzorowania kartograficznego, czêsto stosuje siê ró¿nego rodzaju kryteria
minimalizacji zniekszta³ceñ. Kryteria te mo¿na podzieliæ na globalne, odnosz¹ce siê do od-
wzorowañ minimalizuj¹cych zniekszta³cenia odwzorowawcze w ca³ym odwzorowywanym
obszarze oraz szczegó³owe, dotycz¹ce pewnej grupy odwzorowañ, w których dana krzywa
lub krzywe odwzorowuj¹ siê ze sta³¹ skal¹. Kryteria globalne stosowane s¹ zarówno do
poszukiwania funkcji odwzorowawczych nieograniczonych ¿adnymi warunkami dodatko-
wymi, jak równie¿ do poszukiwania funkcji odwzorowawczych z ograniczeniami, na przy-
k³ad warunkami konforemno�ci lub równopolowo�ci. Kryteria szczegó³owe s¹ przewa¿nie
stosowane do wyznaczenia odwzorowañ ze z góry narzuconymi warunkami dodatkowymi.
Istnieje wiele prac opisuj¹cych problem konstrukcji odwzorowañ w oparciu o kryteria glo-
balne i szczegó³owe.

W pracy (Fenna, 2007) przedstawiono metodê konstrukcji odwzorowania azymutalnego
sfery spe³niaj¹cego kryterium Airy dla obszaru ograniczonego równole¿nikiem. W 1969 roku
Gdowski przedstawi³ metodê konstrukcji odwzorowañ kartograficznych wed³ug kryterium
Airy�ego, z zastosowaniem rachunku wariacyjnego (Pêdzich, 2008). W pracy (Latuszek,
2013) zastosowano metodê optymalizacji Neldera-Meada do konstrukcji odwzorowania kar-
tograficznego azymutalnego, spe³niaj¹cego kryterium Airy. Grafarend i Krumm (2006) przed-
stawili metodê wyznaczania sta³ych w wybranych odwzorowaniach kartograficznych, z
zastosowaniem kryterium Airy. W pracy (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995) wypro-
wadzono formu³y odwzorowawcze dla odwzorowañ sto¿kowych elipsoidy w p³aszczyznê,
spe³niaj¹cych kryteria Kawrajskiego i Eulera.

Artyku³ ten, po�wiêcony jest zastosowaniu rachunku wariacyjnego do opracowania od-
wzorowañ kartograficznych, spe³niaj¹cych kryteria globalne Airy i Fioriniego. Na przyk³adzie
odwzorowañ walcowych i azymutalnych, przedstawiono podstawowe etapy opracowania tego
typu odwzorowañ kartograficznych. Wyprowadzono uk³ady równañ ró¿niczkowych Eulera-
Lagrange�a oraz ich rozwi¹zania. Celem prezentowanej pracy by³o równie¿ zbadanie wielko�ci
oraz rozk³adu zniekszta³ceñ w tego typu odwzorowaniach oraz porównanie ich z innymi od-
wzorowaniami stosowanymi w kartografii. Poniewa¿, w przypadku innych ni¿ walcowe i
azymutalne typów odwzorowañ, rozwi¹zanie równañ ró¿niczkowych mo¿na uzyskaæ jedynie
poprzez zastosowanie metod przybli¿onych, autorzy przedstawili ich opis w zarysie. W artyku-
le przedstawiono przeprowadzone przez autorów wstêpne badania z zakresu zastosowania
rachunku wariacyjnego do minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych. W przysz³o�ci,
autorzy planuj¹ dalsze prace w odniesieniu do innych odwzorowañ kartograficznych, miêdzy
innymi sto¿kowych oraz umownych, zarówno sfery jak i elipsoidy.

Rachunek wariacyjny: wyja�nienie podstawowych pojêæ,
przyk³ady zastosowañ

Rachunek wariacyjny jest dzia³em analizy matematycznej. Rozwin¹³ siê równocze�nie z
rachunkiem ró¿niczkowym, od pocz¹tku jest zwi¹zany z zastosowaniami matematyki, przede
wszystkim w fizyce, mechanice i naukach technicznych. Problematyka rachunku wariacyj-
nego skupia siê wokó³ znajdowania warto�ci ekstremalnych funkcjona³ów. Szuka siê warto-
�ci najmniejszych lub najwiêkszych funkcjona³ów rzeczywistych, okre�lonych na pewnych
zbiorach funkcji; w najprostszym przypadku, na zbiorach funkcji ci¹g³ych wraz z pierwsz¹
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pochodn¹ na zadanym przedziale, spe³niaj¹cych okre�lone warunki brzegowe (Grzymkow-
ski, Pochcia³, 2009).

Funkcjona³y, s¹ to odwzorowania ze zbioru funkcji w liczby rzeczywiste (van Brunt,
2004). Definiowane s¹ zazwyczaj przez ca³ki oznaczone:

 (1)

gdzie F to funkcja bazowa.
Je¿eli funkcja y(x) minimalizuje funkcjona³ I(y(x)) w przedziale [a,b] to funkcja y(x) spe³-

nia równanie ró¿niczkowe Eulera-Lagrange�a, które ma postaæ (McQuarrie, 2006):

 (2)

Rozwi¹zania równania (2) nazywamy ekstremalami lub funkcjami stacjonarnymi funk-
cjona³u (1) (Grzymkowski, Pochcia³, 2009).

Klasyczne zadania rachunku wariacyjnego to: wyznaczenie najkrótszej odleg³o�ci miêdzy
dwoma punktami na powierzchni, problem brachistrony, czy problem wyznaczenia zamkniêtej
krzywej o zadanej d³ugo�ci, tak aby obszar przez ni¹ ograniczony mia³ najwiêksze pole (McQu-
irrie, 2006).

Rachunek wariacyjny znalaz³ te¿ szerokie zastosowanie w kartografii matematycznej zaj-
muj¹cej siê teori¹ odwzorowañ kartograficznych.

Zastosowania rachunku wariacyjnego
w kartografii matematycznej

Opracowuj¹c mapy d¹¿y siê do uzyskania jak najmniejszych zniekszta³ceñ odwzorowaw-
czych. W praktyce najczê�ciej stosuje siê odwzorowania równok¹tne lub równopolowe.
Przyjmuj¹c jedno z wymienionych wy¿ej kryteriów, uzyskuje siê znaczne zniekszta³cenia
drugiego typu. Dlatego te¿ warto rozwa¿yæ mo¿liwo�æ zastosowania odwzorowañ kartogra-
ficznych, w których minimalizuje siê zarówno zniekszta³cenia k¹tów, jak i pól powierzchni.

Rozwi¹zanie tego problemu mo¿na uzyskaæ przez zastosowanie tzw. kryteriów global-
nych, tzn. takich, które pozwalaj¹ minimalizowaæ zniekszta³cenia w ca³ym odwzorowywa-
nym obszarze. Przyjmuje siê wówczas aby odwzorowanie spe³nia³o warunek minimum jed-
nej z tzw. miar integralnych, o postaci:

 (3)

gdzie e jest to integralna miara zniekszta³ceñ, P jest polem obszaru (Pêdzich, 2008).
W�ród miar integralnych mo¿emy wyró¿niæ (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995;

Pêdzich, 2008):
m miary Airy

 (4)
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m miary Fioriniego

 (5)

m miary Jordana

 (6)

gdzie m i n s¹ to ekstremalne skale d³ugo�ci, czyli skale d³ugo�ci w kierunkach g³ównych
odwzorowania kartograficznego.

Miary Jordana i Airy pozwalaj¹ minimalizowaæ zniekszta³cenia w kierunkach g³ównych.
Stosuj¹c te miary d¹¿y siê do tego, aby w ka¿dym punkcie p³aszczyzny odwzorowania
uzyskaæ jak najmniejsze zniekszta³cenia d³ugo�ci. Stosuj¹c kryterium Fioriniego minimalizuje
siê zniekszta³cenia pól powierzchni i k¹tów. Iloczyn ekstremalnych skal d³ugo�ci (m, n) jest
równy skali pól, a iloraz tych skal jest miar¹ zniekszta³ceñ k¹tów. W obu przypadkach d¹¿y
siê do uzyskania odwzorowañ kartograficznych jak najbardziej bliskich odwzorowaniom
izometrycznym.

Poszukiwanie funkcji odwzorowawczych, które spe³niaj¹ kryteria globalne, jest zada-
niem z zakresu rachunku wariacyjnego. Na przyk³adzie dwóch podstawowych typów od-
wzorowañ kartograficznych, tzn. walcowych i azymutalnych, wyja�nimy zasadê opraco-
wania tego typu odwzorowañ kartograficznych.

Odwzorowania walcowe spe³niaj¹ce kryterium Airy

Funkcje w odwzorowaniu walcowym, maj¹ postaæ (Gajderowicz, 2009):

x = x(j), y = cl  (7)

Skale ekstremalne m i n:

 (8)

Przyjmuj¹c R = 1 kryterium Airy dla odwzorowania walcowego przyjmuje postaæ:

 (9)

Równanie ró¿niczkowe Eulera-Lagrange�a dla odwzorowania walcowego otrzymuje na-
stêpuj¹c¹ postaæ:

         (10)

Przy warunkach x(0) = 0,                         rozwi¹zaniem równania jest funkcja:

x = j                                      (11)
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Odwzorowanie spe³niaj¹ce kryterium Airy ma wiêc postaæ:

    x Rj y = Rl                                                              (12)

m = 1          (13)

Jest to znane odwzorowanie walcowe normalne równoodleg³o�ciowe w kierunku po³u-
dników.

Odwzorowania walcowe spe³niaj¹ce kryterium Fioriniego

Kryterium Fioriniego dla odwzorowania walcowego przyjmuje nastêpuj¹c¹ formê:

         (14)

Równanie ró¿niczkowe Eulera-Lagrange�a dla odwzorowania walcowego otrzymuje postaæ:

         (15)

Stosuj¹c metody rozwi¹zywania równañ ró¿niczkowych zwyczajnych, przy warunku
x(0) = 0, otrzymano nastêpuj¹ce rozwi¹zanie:

         (16)

gdy przyjmiemy warunki brzegowe takie, ¿e:
         (17)

wówczas sta³a C przyjmie postaæ:

Odwzorowanie kartograficzne walcowe spe³niaj¹ce kryterium Fioriniego ma wiêc postaæ:

Skala zniekszta³ceñ d³ugo�ci przyjmuje formê:

Przyjmuj¹c warunek, ¿e równik odwzorowuje siê bez zniekszta³ceñ, czyli dla jk = 0,
funkcje odwzorowawcze upraszczaj¹ siê do postaci:

skala zniekszta³ceñ w kierunku po³udników otrzymuje postaæ:
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Porównanie zniekszta³ceñ w odwzorowaniach
walcowych normalnych sfery: równopolowym, równok¹tnym,

równoodleglo�ciowym, Millera oraz wyznaczonym
wed³ug kryterium Fioriniego

Porównajmy zniekszta³cenia w odwzorowaniach normalnych walcowych: równopolo-
wym, równok¹tnym, równoodleg³o�ciowym, Millera oraz wyznaczonym wed³ug kryterium
Fioriniego.

Odwzorowanie Millera, nie jest ani równok¹tne, ani równoodleg³o�ciowe. Opracowano
je w 1942 roku. Celem by³o uzyskanie niewielkich zniekszta³ceñ odwzorowawczych. Funk-
cje odwzorowawcze w tym odwzorowaniu maj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ (Snyder, 1987):

Wiêcej informacji na temat odwzorowania Millera mo¿na znale�æ w pracy (Snyder 1987).
Wszystkie wymienione wy¿ej odwzorowania maj¹ takie same zniekszta³cenia w kierunku
równole¿ników. Skala zniekszta³ceñ d³ugo�ci w kierunku równole¿ników jest równa:

Natomiast skale d³ugo�ci w kierunku po³udników w tych odwzorowaniach przyjmuj¹
ró¿ne warto�ci i s¹ równe:
m w odwzorowaniu równok¹tnym Merkatora (Gajderowicz, 2009):

m w odwzorowaniu równopolowym (Gajderowicz, 2009):

m w odwzorowaniu równoodleg³o�ciowym w kierunku po³udników:

m w odwzorowaniu Millera (Snyder, 1987):

m w odwzorowaniu walcowym wg kryterium Fioriniego:

Zniekszta³cenia obliczono na podstawie wzorów: m-1 oraz n-1.
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Na rysunku 1 przedstawiono zniekszta³cenia d³ugo�ci w piêciu wymienionych wy¿ej od-
wzorowaniach. Mo¿emy zauwa¿yæ, ¿e najmniejsze, zerowe zniekszta³cenia d³ugo�ci wystê-
puj¹ w odwzorowaniu równoodleg³o�ciowym w kierunku po³udników. W odwzorowaniu
równopolowym i Fioriniego s¹ zbli¿one do siebie, przy czym w tym drugim odwzorowaniu
osi¹gaj¹ nieco mniejsze warto�ci. W odwzorowaniu Millera zniekszta³cenia osi¹gaj¹ podobne
warto�ci jak w odwzorowaniu Fioriniego, lecz z przeciwnym znakiem. Najwiêksze znie-
kszta³cenia d³ugo�ci wystêpuj¹ w odwzorowaniu Merkatora.

Na rysunku 2 przedstawiono skale zniekszta³ceñ pól w wy¿ej wymienionych piêciu od-
wzorowaniach kartograficznych. Mo¿emy zauwa¿yæ, ¿e w odwzorowaniu Fioriniego uzy-
skano bardzo ma³e zniekszta³cenia pól, natomiast w odwzorowaniu równok¹tnym zniekszta³-
cenia pól powierzchni osi¹gaj¹ znaczne warto�ci. W odwzorowaniu Millera otrzymujemy
znacznie wiêksze zniekszta³cenia pól ni¿ w odwzorowaniu Fioriniego.

Na rysunku 3 przedstawiono zniekszta³cenia k¹towe, w piêciu analizowanych odwzoro-
waniach. Mo¿emy zauwa¿yæ, ¿e odwzorowania równopolowe maj¹ najwiêksze zniekszta³-
cenia k¹towe, nieco mniejsze zniekszta³cenia wystêpuj¹ w odwzorowaniu Fioriniego i rów-
noodleg³o�ciowym. W odwzorowaniu Millera wystêpuj¹ znacznie mniejsze zniekszta³cenia
k¹towe ni¿ w wy¿ej wymienionych odwzorowaniach.

Na rysunku 4 przedstawiono obraz powierzchni Ziemi w analizowanych piêciu odwzoro-
waniach kartograficznych. Odwzorowania wyznaczane wed³ug kryteriów globalnych daj¹
lepszy obraz � mniej zniekszta³cony ni¿ odwzorowania równopolowe czy równok¹tne. Na
podstawie mapy �wiata (rys. 4) mo¿na zauwa¿yæ, ¿e w odwzorowaniu równok¹tnym uzy-
skujemy znaczne zniekszta³cenia pól powierzchni (przyk³adowo porównanie Grenlandii i Afry-
ki), w odwzorowaniach równopolowych z kolei mamy du¿e zniekszta³cenia k¹tów, a wiêc
kszta³t przedstawionych na mapie obszarów, szczególnie w pobli¿u biegunów, jest bardzo
mocno zniekszta³cony. Znacznie lepszy obraz uzyskujemy w odwzorowaniach, które spe³-
niaj¹ kryterium Fioriniego i Airy. W odwzorowaniu Millera wystêpuj¹ niewielkie zniekszta³ce-
nia k¹towe, jednak znaczne zniekszta³cenia pól powierzchni.

W praktyce, najczê�ciej zastosowanie znajduj¹ odwzorowania walcowe równopolowe lub
równok¹tne. Jednak, zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w tych odwzorowaniach s¹
znaczne. Przedstawiaj¹c du¿y obszar kuli ziemskiej zastosowanie odwzorowania równok¹tne-
go lub równopolowego jest niewskazane. Przyk³adowo w internetowych serwisach lokaliza-
cyjnych najczê�ciej stosuje siê odwzorowanie Mercatora. Ogromne zniekszta³cenia pól po-
wierzchni w tym odwzorowaniu daj¹ bardzo zdeformowany obraz powierzchni Ziemi. Wspó³-
cze�nie mapy typu Google (rys. 5) s¹ jednym z najczê�ciej stosowanych �róde³ informacji
geograficznej, równie¿ dla m³odych osób, w których utrwala siê fa³szywy obraz powierzchni
Ziemi. Lepszym rozwi¹zaniem by³oby zastosowanie do opracowania map w systemach loka-
lizacyjnych odwzorowañ walcowych, wyznaczanych wed³ug kryteriów integralnych.

 Odwzorowanie azymutalne spe³niaj¹ce kryterium Airy

Kolejnym przyk³adem odwzorowania, do wyznaczenia którego zastosujemy rachunek
wariacyjny jest odwzorowanie azymutalne spe³niaj¹ce kryterium Airy.

Odwzorowanie azymutalne normalne sfery w p³aszczyznê przedstawia równanie:

gdzie:
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Skale ekstremalne w odwzorowaniu wynosz¹:

W 1881 roku G.B. Airy wyznaczy³ azymutalne odwzorowanie o minimalnych zniekszta³-
ceniach dla obszaru oko³obiegunowego kuli ziemskiej ograniczonego równole¿nikiem o
szeroko�ci geograficznej j = 90° � b, poda³ przy tym kryterium w nastêpuj¹cej postaci:

Wyprowadzaj¹c wzory Airy pope³ni³ b³¹d, który w 1862 r. zosta³ poprawiony przez Jame-
sa i Clarke�a. Ostatecznie formu³y w odwzorowaniu azymutalnym wed³ug kryterium Airy
maj¹ postaæ (Fenna, 2007):

Przyjmuj¹c, ¿e P jest obszarem ograniczonym równole¿nikami h1 i h2  kryterium Airy
przyjmuje nastêpuj¹c¹ formê:

Znalezienie funkcji r(h) spe³niaj¹cej kryterium (34) jest zadaniem z zakresu rachunku
wariacyjnego. Równanie Eulera-Lagrange�a mo¿na wówczas przedstawiæ w postaci:

z warunkami:

Przyjêcie warunków (36) oznacza, ¿e skale d³ugo�ci w kierunku po³udników na równo-
le¿nikach, dla których h = h1 oraz h = h2 s¹ równe 1.

W wyniku rozwi¹zania równania Eulera-Lagrange�a otrzymujemy funkcjê1 :

przy czym:
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1 W 1967 roku odwzorowanie to wyznaczy³ Gdowski i opublikowa³ w pracy pod tytu³em �Kryterium
Airy i Fioriniego oraz ich uogólnienia w zastosowaniu do klasy normalnych odwzorowañ azymutalnych�
(Gdowski, 1967).
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Porównanie zniekszta³ceñ w odwzorowaniach
azymutalnych normalnych sfery:

równopolowym, równok¹tnym, równoodleglo�ciowym
oraz wyznaczonym wed³ug kryterium Airy

Porównajmy zniekszta³cenia odwzorowawcze w odwzorowaniach aymutalnych: równo-
polowym, równok¹tnym, równoodleg³o�ciowym w kierunku po³udników, równoodleg³o-
�ciowym w kierunku równole¿ników oraz wyznaczonym wed³ug kryterium Airy.

Skale ekstremalne przyjmuj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ w odwzorowaniach (Gajderowicz, 2009):

m azymutalnym równok¹tnym:

m azymutalnym równopolowym:

m azymutalnym równoodleg³o�ciowym w kierunku równole¿ników:

m azymutalnym równoodleg³o�ciowym w kierunku po³udników:

W odwzorowaniu Airy skale ekstremalne obliczamy z wzorów (31) po zró¿niczkowaniu
funkcji (33).

Na wykresach zaprezentowano zniekszta³cenia odwzorowawcze w funkcji szeroko�ci
geograficznej obliczone dla obszaru ograniczonego równole¿nikami 10° i 80°. Zniekszta³ce-
nia obliczono za pomoc¹ wzorów: m-1 oraz n-1. Na podstawie rysunku 6 mo¿na zauwa¿yæ,
¿e zniekszta³cenia d³ugo�ci w kierunku po³udników w odwzorowaniu spe³niaj¹cym kryte-
rium Airy s¹ stosunkowo niewielkie w porównaniu do pozosta³ych odwzorowañ. Nieco
mniejsze uzyskano w odwzorowaniu równopolowym. Na podstawie rysunku 7 mo¿na za-
uwa¿yæ, ¿e odwzorowanie spe³niaj¹ce kryterium Airy posiada bardzo ma³e zniekszta³cenia
d³ugo�ci w kierunku równole¿ników.

Na kolejnych wykresach przedstawiono zniekszta³cenia k¹towe oraz skale zniekszta³ceñ
pól w funkcji szeroko�ci geograficznej. W wyniku analizy rysunku 8 mo¿emy stwierdziæ, ¿e
odwzorowanie spe³niaj¹ce kryterium Airy ma stosunkowo niewielkie zniekszta³cenia pól po-
wierzchni znacznie mniejsze od pozosta³ych odwzorowañ kartograficznych. Z analizy wyni-
ków na rysunku 9 wynika, ¿e odwzorowanie spe³niaj¹ce kryterium Airy ma niewielkie znie-
kszta³cenia k¹tów w porównaniu z innymi odwzorowaniami kartograficznymi.
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Podsumowuj¹c mo¿emy uznaæ, ¿e odwzorowanie azymutalne normalne sfery spe³niaj¹ce
kryterium Airy posiada niewielkie zniekszta³cenia zarówno d³ugo�ci, k¹tów, jak i pól po-
wierzchni.

Metody przybli¿one poszukiwania ekstremali
spe³niaj¹cych warunki graniczne

Czêsto mamy do czynienia z sytuacj¹, ¿e uzyskujemy równanie Eulera-Lagrange�a, które
nie da siê rozwi¹zaæ prostymi metodami. Wówczas stosuje siê metody przybli¿one poszuki-
wania ekstremum funkcjona³u. W�ród metod przybli¿onych poszukiwania ekstremów funk-
cjona³ów mo¿emy wymieniæ metody: Ritza, wa¿onych reziduów, Galerkina lub ró¿nicow¹
(£odygowski, K¹kol, 2003).

Istnieje te¿ wiele metod numerycznych rozwi¹zywania uk³adów równañ ró¿niczkowych
zwyczajnych. Jedn¹ z metod przybli¿onych stosowanych do rozwi¹zywania równañ ró¿-
niczkowych jest metoda szeregów potêgowych, zwana równie¿ metod¹ Frobeniusa (Sche-
id, 1989). Polega ona na poszukiwaniu funkcji w postaci szeregu potêgowego:

Szereg ten wstawiamy do równania ró¿niczkowego, a nastêpnie wspó³czynniki przy od-
powiedniej potêdze zmiennej przyrównujemy do zera.

Metodê opiszemy na przyk³adzie równania ró¿niczkowego (15). Szereg ograniczymy do
7 pocz¹tkowych wyrazów. Zak³adaj¹c, ¿e  x(0) = 0 mo¿emy napisaæ:

pochodn¹ x� napiszemy w postaci:

druga pochodna ma postaæ:

Nastêpnie wprowadzimy do równania (15) nastêpuj¹ce rozwiniêcia funkcji w szereg:

Po podstawieniu do równania (15) i przyrównaniu do zera wspó³czynników przy odpo-
wiednich potêgach oraz przyjêciu warunku             otrzymujemy nastêpuj¹cy wzór przybli-
¿ony na obliczenie wspó³rzêdnej x:

Mno¿¹c otrzymany wzór przez promieñ sfery otrzymamy przybli¿one warto�ci wspó³-
rzêdnych x. Mo¿emy teraz porównaæ warto�ci obliczonych wspó³rzêdnych z wzoru przybli-

(43)¦
f

 
�

Q

Q
[D\

(44)����

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

��
������� MMMMMMM DDDDDDD[

(45)���������
 �

�

�

�

�

�

�

�

�

���
������� MMMMMM DDDDDDD[

(46)�������������� �

�

�

�

�

�

�

���
������ MMMMM DDDDDD[

(47)

�����������������VLQ ��� ���� MMMMM

����������FRV ���� ���� MMMM

�����������������VLQ� ��� ���� MMMMM

� � ��
  [

(48)�� ��������� MMM �� [



314 PAWE£ PÊDZICH, KATARZYNA STRYCHALSKA

¿onego (48) z warto�ciami uzyskanymi za pomoc¹ wzoru (21), które przyjmiemy za dok³ad-
nie wyznaczone.

Na rysunku 10 przedstawiono wykresy funkcji (48) oraz (21). Rysunek pokazuje, ¿e
ró¿nice miêdzy wspó³rzêdnymi s¹ stosunkowo niewielkie. Ró¿nice te rosn¹ wraz z oddala-
niem siê od równika.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono metodê minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych z za-
stosowaniem rachunku wariacyjnego. G³ównym celem by³o wyja�nienie, na czym polega
metoda oraz opracowanie przyk³adowych odwzorowañ kartograficznych, spe³niaj¹cych kry-
teria integralne Airy i Fioriniego. W efekcie uzyskano nowe odwzorowanie kartograficzne
walcowe o interesuj¹cych w³asno�ciach, mog¹ce znale�æ zastosowanie do opracowania
ma³oskalowych map przegl¹dowych w serwisach lokalizacyjnych. Stosowane w nich od-
wzorowanie Merkatora posiada bardzo du¿e zniekszta³cenia d³ugo�ci i pól powierzchni. Po-
przez zastosowanie rachunku wariacyjnego otrzymujemy odwzorowania o mniejszych znie-
kszta³ceniach. W atlasach geograficznych do opracowania map prezentuj¹cych ca³¹ kulê
ziemsk¹ najczê�ciej stosuje siê odwzorowania umowne, na przyk³ad pseudowalcowe Moll-
weidego. Posiadaj¹ one znacznie mniejsze zniekszta³cenia odwzorowawcze ni¿ odwzorowa-
nia walcowe, ale te¿ czêsto bardziej skomplikowane funkcje odwzorowawcze � w odwzoro-
waniu Mollweidego do obliczania jednej ze wspó³rzêdnych stosuje siê metody iteracyjne.
W odwzorowaniach walcowych funkcje odwzorowawcze maj¹ znacznie prostsz¹ postaæ
(s¹ te¿ wyj¹tki np. odwzorowanie Sansona). Ponadto, zalet¹ odwzorowañ walcowych jest
to, ¿e zbie¿no�æ po³udników jest równa zero. Oznacza to, ¿e siatka kartograficzna jest siatk¹
prostok¹tn¹. Po³udniki i równole¿niki odwzorowuj¹ siê na linie proste równoleg³e do osi
uk³adu wspó³rzêdnych prostok¹tnych p³askich. Niestety maj¹ niewielkie mo¿liwo�ci mini-
malizacji zniekszta³ceñ. Zawsze posiadaj¹ du¿e zniekszta³cenia d³ugo�ci w kierunku równo-
le¿ników. Dlatego w kolejnych badaniach autorzy przeprowadz¹ próbê opracowania odwzo-
rowañ kartograficznych sto¿kowych oraz odwzorowañ umownych sfery i elipsoidy. W
przypadku tego typu odwzorowañ kartograficznych do ich wyznaczenia niezbêdne jest sto-
sowanie metod przybli¿onych.
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Streszczenie

Minimalizacja zniekszta³ceñ odwzorowawczych jest podstawowym problemem kartografii matema-
tycznej. Do opracowania map danego obszaru dobiera siê takie odwzorowania, które maj¹ niewielkie
zniekszta³cenia odwzorowawcze w kartowanym obszarze. Czêsto te¿, dobiera siê odwzorowania w
zale¿no�ci od celu jakiemu s³u¿y dana mapa, np. w geodezji stosuje siê odwzorowania równok¹tne,
poniewa¿ wykonuje siê pomiary k¹towe, w statystyce do prezentacji danych stosuje siê odwzorowania
równopolowe, poniewa¿ dane odniesione s¹ do pól powierzchni. Przyjêcie kryterium zachowania bez
zniekszta³ceñ jednej wielko�ci (np. k¹tów, pól powierzchni) powoduje znaczne zniekszta³cenia innego
typu. Przyk³adowo odwzorowania równopolowe posiadaj¹ znaczne zniekszta³cenia k¹tów, a odwzo-
rowania równok¹tne znaczne zniekszta³cenia pól powierzchni. Dlatego interesuj¹cym celem prac
badawczych z zakresu kartografii matematycznej wydaje siê poszukiwanie odwzorowañ takich, które
nie s¹ ani równok¹tne ani równopolowe, lecz posiadaj¹ niewielkie zniekszta³cenia obu typów. Odwzo-
rowania takie mog¹ znale�æ zastosowanie w opracowaniu map przegl¹dowych np. w systemach
nawigacji samochodowej lub internetowych serwisach o charakterze lokalizacyjnym typu Google
Maps. Powszechnie stosowane w tego typu systemach odwzorowanie Merkatora nie jest dobrym
rozwi¹zaniem, poniewa¿ daje fa³szywy obraz rzeczywisto�ci.
Autorzy artyku³u przedstawili mo¿liwo�ci zastosowania rachunku wariacyjnego do minimalizacji
zniekszta³ceñ odwzorowawczych. Rachunek wariacyjny jest jedn¹ z metod optymalizacji, stosowan¹ w
wielu badaniach naukowych, zajmuje siê szukaniem ekstremów funkcjona³ów, okre�lonych na prze-
strzeniach funkcyjnych. Zastosowanie rachunku wariacyjnego pozwala na opracowanie odwzorowañ
kartograficznych, w których w równym stopniu minimalizuje siê zniekszta³cenia k¹tów i pól po-
wierzchni.

Abstract

Minimizing of distortions in map projections is a basic problem of mathematical cartography. In
creation of a map of a given area map projections with minimal distortion are used. Often, the choice
of map projection depends on the purpose of the map, for example for military purpose conformal
projections are used, because the map is used for determining the direction of flight of artillery bullets,
in calculating the property tax equal-area map projections are applied. Acceptance of one distortion
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criterion (e.g. conformal or equal-area) results in significant distortion of another type. For example,
equal-area map projections have substantial distortion angles and conformal map projections have
significant distortions of areas. Therefore, in mathematical cartography there are used map projec-
tions which are neither conformal nor equal-area i.e. unrestricted projections. Such map projections
could be used in development of review maps e. g. in car navigation systems or location type web sites
e.g. Google Maps.
The authors describe application of variational calculus to minimize map distortions. The variational
calculus is an optimization method used in many scientific studies, which deal with problems of
determining one or more functions or a certain class of functions for which the integral reaches the
extreme (highest or lowest value). The use of variational calculus allows development of cartographic
mappings equally minimizing the distortion of angles and surface areas.
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