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Wstêp

Powierzchnia sfery jest nierozwijalna na p³aszczyznê bez zniekszta³ceñ. W celu przedsta-
wienia sferycznej powierzchni Ziemi na p³askiej powierzchni mapy stosowane s¹ odwzoro-
wania kartograficzne. Ka¿de odwzorowanie kartograficzne niesie ze sob¹ zniekszta³cenia
odwzorowawcze, jednak¿e w zale¿no�ci od celu opracowania oraz odwzorowywanego ob-
szaru, wybierane jest odwzorowanie o najbardziej odpowiednim rozk³adzie zniekszta³ceñ.

 Odwzorowanie takie mo¿e spe³niaæ pewne kryteria podstawowe, jak wierne zobrazowa-
nie k¹tów, pól powierzchni, czy wierne zachowywanie siê odleg³o�ci w zadanym kierunku.
Mo¿e ono równie¿ nie spe³niaæ ¿adnego z wymienionych kryteriów, w zamian spe³niaj¹c
okre�lone kryteria integralne, ca³kowe � stanowi¹ce pewien kompromis pomiêdzy minimali-
zacj¹ zniekszta³ceñ ró¿nego rodzaju. Przyk³adem takiego kryterium ca³kowego jest podane w
XIX wieku przez G.P. Airy'ego kryterium:
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(1)

W powy¿szym równaniu F oznacza miarê integraln¹ zniekszta³ceñ odwzorowawczych,
której minimum jest poszukiwane, m, n to ekstremalne skale d³ugo�ci w poszczególnych
punktach, S denotuje obszar, dla którego kryterium ma byæ spe³nione. Widaæ zatem, ¿e
odwzorowanie spe³niaj¹ce kryterium Airy'ego ma dla wybranego obszaru najmniejsz¹ mo¿-
liw¹ ca³kowit¹ sumê kwadratów odchyleñ skal ekstremalnych od jedno�ci.

Oprócz spe³niania wybranych kryteriów wzglêdem charakteru i rozk³adu zniekszta³ceñ
odwzorowawczych, odwzorowanie kartograficzne spe³nia z regu³y pewne warunki geome-
tryczne kszta³tu siatki kartograficznej, co na ogó³ wi¹¿e siê z przynale¿no�ci¹ do pewnej
klasy odwzorowañ. Kryterium (1) mo¿na zatem rozwa¿aæ dla odwzorowañ azymutalnych,
walcowych, sto¿kowych itd. Bez wzglêdu na ogóln¹ charakterystykê kszta³tu siatki karto-
graficznej mo¿na równie¿ d¹¿yæ do uzyskania pewnych warunków geometrycznych dla
wybranych linii albo grup linii parametrycznych. Przyk³adowo po¿¹dany mo¿e byæ odpo-
wiedni stosunek d³ugo�ci obrazu równika do d³ugo�ci obrazu po³udnika osiowego, symetria
siatki kartograficznej wzglêdem równika, odwzorowanie siê bieguna pó³nocnego na poje-
dynczy punkt itd. Warunków tego typu mo¿na postulowaæ wiêcej dla odwzorowañ o bar-
dziej dowolnym ogólnym kszta³cie siatek kartograficznych. Wprowadzane s¹ one najczê�ciej
poprzez odpowiedni¹ modyfikacjê we wzorze ogólnym okre�laj¹cym dane odwzorowanie.

Odwzorowanie kartograficzne nale¿¹ce do danej klasy odwzorowañ, spe³niaj¹ce wybra-
ne warunki geometryczne wspomniane wy¿ej oraz spe³niaj¹ce pewne kryteria minimalizacji
zniekszta³ceñ, jak np. (1) mo¿na uzyskiwaæ drog¹ analityczn¹ lub przybli¿onymi metodami
numerycznymi. W przypadku metod przybli¿onych mamy na ogó³ do czynienia z rozwi¹zy-
waniem odpowiedniego zadania optymalizacji nieliniowej (programowania nieliniowego), przy
pomocy odpowiednio dobranego algorytmu numerycznego.

W przypadku optymalizacji rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych zadanie takie po-
lega na znalezieniu minimum funkcji celu przyjêtej jako kryterium oceny odwzorowania, np.
kryterium (1), przez odpowiednie dobranie warto�ci parametrów opisuj¹cych wspó³rzêdne
p³askie odwzorowania, pe³ni¹cych rolê zmiennych decyzyjnych. Zbiór dopuszczalnych roz-
wi¹zañ mo¿e byæ ograniczony. Zadanie optymalizacji odwzorowania kartograficznego mo¿-
na zapisaæ w nastêpuj¹cy sposób:

(2)

W powy¿szym równaniu ��D)  jest minimalizowan¹ integraln¹ miar¹ zniekszta³ceñ roz-
patrywan¹ w danym kryterium, D  jest wektorem parametrów opisuj¹cych odwzorowanie,
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 s¹ pewnymi funkcjami dla których okre�lenie silnej nierówno�ci wzglêdem zera
ogranicza zbiór dopuszczalnych rozwi¹zañ D .

W praktyce funkcjê celu ��D)  mo¿na zdefiniowaæ jako skoñczon¹ sumê pewnych war-
to�ci stanowi¹c¹ przybli¿enie rozpatrywanej integralnej miary zniekszta³ceñ odwzorowaw-
czych. Ostateczna postaæ funkcji celu zale¿eæ bêdzie od przyjêtej klasy odwzorowañ.

W niniejszym artykule rozpatrywane bêdzie rozwi¹zanie kryterium (1) bez ograniczeñ
nierówno�ciowych dla odwzorowania azymutalnego normalnego sfery, z wykorzystaniem
algorytmu Neldera-Meada.
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Zastosowanie algorytmu Neldera-Meada do minimalizacji
zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Frank Canters (2002) optymalizowa³ wybrane odwzorowania powierzchni ca³ej sfery,
przyjmuj¹c funkcjê celu jako warto�æ zrewidowanej przez siebie miary Petersa:

(3)

W równaniu (3) s  to odleg³o�æ dwu losowo wybranych punktów na powierzchni sfery,
s¢ to odleg³o�æ tych punktów na powierzchni p³askiej odwzorowania. Punkty wybierane by³y
losowo na powierzchni kontynentów (celem lepszego zobrazowania powierzchni kontynen-
tów wzglêdem powierzchni oceanów). Jest to zatem skoñczona miara zniekszta³ceñ odwzo-
rowawczych reprezentuj¹ca pewne przeciêtne zniekszta³cenie tak zdefiniowanych odleg³o-
�ci. Wspó³rzêdne optymalizowanego odwzorowania przyjête by³y w postaci transformacji
wielomianowej wspó³rzêdnych wyj�ciowych tego odwzorowania:

(4)

(5)

W równaniach (4-5) X, Y oznaczaj¹ wspó³rzêdne po transformacji, x, y s¹ wspó³rzêdny-
mi odwzorowania macierzystego, wspó³czynniki aij, a¢ij s¹ wspó³czynnikami dwuparame-
trowej transformacji wielomianowej.

Optymalizowanymi, ze wzglêdu na warto�æ funkcji celu (3) zmiennymi decyzyjnymi
by³y wspó³czynniki wielomianów (4-5). Wstêpnie na warto�ci wspó³czynników powy¿szej
transformacji nak³adane by³y odpowiednie warunki pozwalaj¹ce uzyskaæ wymagane w³a-
sno�ci geometryczne siatki kartograficznej. Przyk³adowo, dla zachowania symetrycznego
roz³o¿enia punktów wzglêdem osi Ox siatki macierzystej, nieparzyste potêgi y w (4) oraz
parzyste potêgi y w (5) musz¹ zostaæ usuniête. Analogicznie dla uzyskania symetrii wzglê-
dem osi Ox parzyste potêgi x w (4) oraz nieparzyste potêgi x w (5) musz¹ znikn¹æ. Nak³ada-
nie tego typu ograniczeñ geometrycznych jest wa¿ne dla prawid³owego odwzorowywania
ca³ego globu (Canters, 2002).

Zadanie optymalizacji odwzorowania opisanego przez (4-5) dla funkcji celu (3) sprowa-
dza siê do znalezienia takich warto�ci wspó³czynników aij, a¢ij, dla których po podstawieniu
(4-5) do (3) warto�æ prawej strony (3) bêdzie minimalna, przy za³o¿onych ograniczeniach na
warto�ci tych wspó³czynników. Do rozwi¹zania tego zadania Canters pos³u¿y³ siê algoryt-
mem Neldera-Meada (ang. downhill simplex method) optymalizacji nieliniowej, nazywanej
czasem w polskiej literaturze algorytmem pe³zaj¹cego sympleksu. Algorytm ten zosta³ przed-
stawiony i opisany w pracy (Nelder, Mead, 1965). Nie nale¿y myliæ tego algorytmu z algo-
rytmem sympleks programowania liniowego.
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 Sympleks to figura matematyczna stanowi¹ca n+1 wierzcho³ków w n-wymiarowej prze-
strzeni. Ka¿de n wierzcho³ków w sympleksie jest liniowo niezale¿ne. Dla n optymalizowa-
nych zmiennych decyzyjnych generowany jest pocz¹tkowy sympleks sk³adaj¹cy siê z n+1
wierzcho³ków, maj¹cych n wspó³rzêdnych. Wspó³rzêdne wierzcho³ka odpowiadaj¹ warto-
�ciom zmiennych decyzyjnych w tym wierzcho³ku. W niniejszym artykule sympleks bêdzie
oznaczony jako macierz An+1,n

(6)

Pojedynczy wierzcho³ek sympleksu jest jednym z wierszy macierzy A, to znaczy wekto-
rem:

(7)

Dla ka¿dego takiego wierzcho³ka mo¿na obliczyæ warto�æ funkcji celu zale¿nej od n  zmien-
nych decyzyjnych ��

L
D) . Oznaczmy przez 

/
D  � wierzcho³ek sympleksu o najmniejszej

warto�ci funkcji celu,   � wierzcho³ek o najwiêkszej warto�ci funkcji celu oraz 
��K

D  wierz-
cho³ek o drugiej najwiêkszej warto�ci funkcji celu. Warto�ci indeksów L, h, h�1 wskazuj¹
odpowiedni wiersz w (6).

Istot¹ metody jest przesuwanie w ka¿dej iteracji wierzcho³ka �najgorszego� (o najwiêk-
szej warto�ci funkcji celu,   ) na tak¹ now¹ pozycjê w n-wymiarowej przestrzeni, aby jego
warto�æ siê poprawi³a. Wierzcho³ek przesuwany jest w kierunku �rodka ciê¿ko�ci (centro-
idu) 

F
D pozosta³ych wierzcho³ków. Odleg³o�æ przesuniêcia zale¿y od stopnia poprawy war-

to�ci funkcji celu dla przemieszczonego wierzcho³ka.
Wstêpnym etapem ka¿dej iteracji w algorytmie jest znalezienie wierzcho³ków 

�
��

�KK/
DDD

oraz wyznaczenie �rodka ciê¿ko�ci 
F
D  dla wszystkich wierzcho³ków za wyj¹tkiem �

K
D :

(8)

Nastêpnie wykonywane jest �odbicie� (ang.  reflection) � polegaj¹ce na przesuniêciu
prostoliniowym wierzcho³ka   w kierunku 

F
D  tak, aby znalaz³ siê po jego drugiej stronie:

(9)
Dla nowej pozycji �odbitego� wzglêdem centroidu wierzcho³ka U  obliczona zostaje war-

to�æ funkcji celu ��U) . Ta warto�æ porównywana jest z warto�ciami funkcji celu w wierz-

cho³kach 
�

��
�KK/

DDD . Je�li nowa warto�æ funkcji celu jest mniejsza ni¿ w wierzcho³ku 
/

D ,

wykonywane jest tzw. �rozci¹gniêcie� (ang. expansion). Przyjêta jest wówczas heurystyka,

¿e kierunek przesuniêcia jest obiecuj¹cy ze wzglêdu na zmniejszenie warto�ci funkcji celu i

nale¿y wykonaæ dalsze przesuniêcie w tym kierunku:

»
»
»

¼

º

«
«
«

¬

ª
 

��

�

QQQ

Q

QQ

DD

DD

$

�����

�����

��

�

���

�

> @
QLLL

L DDDD ����� ������ 

»
¼

º
«
¬

ª
�¸

¹

·
¨
©

§
 ¦

�

 

K

Q

L

LF
DD

Q
D

�

�

�

���
KFF

DDDU �� D D��

�
K
D



79ZASTOSOWANIE METODY OPTYMALIZACJI NIELINIOWEJ NELDERA-MEADA DO KONSTRUKCJI ...

         (10)

Wierzcho³ek 
KL

D
 

 jest wówczas wymieniony w sympleksie (6) na H , je�li warto�æ F(e)
jest mniejsza od F(aL), lub na �U  w przeciwnym wypadku. Je�li warto�æ funkcji celu w U
jest wiêksza lub równa warto�ci funkcji celu w 

/
D �ale mniejsza ni¿ w 

��K
D , wówczas wierz-

cho³ek 
K

D  wymieniany jest równie¿ na U . Natomiast jesli funkcja celu w wierzcho³ku U
osi¹ga wiêksz¹ lub równ¹ warto�æ, w stosunku do 

��K
D , ale mniejsz¹ ni¿ w 

K
D , wówczas

dokonywane jest tzw. ��ci¹gniêcie� (ang. contraction) oraz wierzcho³ek 
K

D  wymieniany jest
na F :

      (11.1)

Je�li natomiast U  okazuje siê �nielepszy� w sensie minimalizacji funkcji celu od 
K
D ,

a zatem operacja odbicia nie poprawi³a warto�ci funkcji celu w tym wierzcho³ku, wówczas
równie¿ wykonane jest �ci¹gniêcie, jednak¿e po stronie wierzcho³ka  

K
D :

      (11.2)

po czym je�li wierzcho³ek F  jest lepszy ni¿ 
K
D  � nastêpuje wymiana 

K
D  na 

F
D , w przeciw-

nym wypadku wszystkie inne wierzcho³ki s¹ u�redniane z wierzcho³kiem 
/

D , a 
K
D  wymie-

niony zostaje na F :

         (12)

Nelder i Mead eksperymentalnie wywnioskowali, ¿e na ogó³ najszybsz¹ zbie¿no�æ uzy-
skuje siê dla a = 1, b = 0,5, g = 2. W pocz¹tkowym stadium dzia³ania algorytmu, je�li
sympleks jest daleki od minimum � dziêki operacji rozci¹gniêcia zwiêksza swój rozmiar, co
implikuje tak¿e zwiêkszanie odleg³o�ci kolejnych odbiæ i rozci¹gniêæ w kolejnych iteracjach,
co przyspiesza proces zbli¿ania siê figury sympleksu w okolice minimum. Gdy sympleks
po³o¿ony jest blisko minimum, jego rozmiar zaczyna siê stopniowo zmniejszaæ dziêki opera-
cjom kontrakcji i u�redniania pozycji wierzcho³ków z wierzcho³kiem najlepszym 

/
D . W

efekcie sympleks �zapada� siê do ostatecznego minimum. Za znalezione warto�ci zmiennych
decyzyjnych mo¿na ostatecznie przyj¹æ wspó³rzêdne wierzcho³ka 

/
D  po zakoñczonej ostat-

niej iteracji. Kryterium zakoñczenia procesu iteracyjnego mo¿e byæ np. ró¿nica

Optymalizacja odwzorowania azymutalnego
celem spe³nienia kryterium Airy`ego

W pracy (Gdowski, 1967) Gdowski podaje rozwi¹zanie kryterium Airy'ego (1) dla od-
wzorowania azymutalnego w po³o¿eniu normalnym, uzyskane drog¹ analityczn¹, z wyko-
rzystaniem rachunku wariacyjnego. Kryterium (1) mo¿na dla odwzorowania azymutalnego
normalnego sfery jednostkowej zapisaæ w postaci:

         (13)
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(14)

przy czym r = r(q) to promieñ obrazu równole¿nika,  m, n s¹ ekstremalnymi skalami d³ugo-
�ci w poszczególnych punktach, granice ca³kowania qmin = a, qmax = b wskazuj¹ granice
obszaru optymalizowanego (jego po³o¿enie), q = p/2 � j jest odleg³o�ci¹ sferyczn¹ od biegu-
na pó³nocnego.  Uzyskane drog¹ analityczn¹ odwzorowanie  spe³niaj¹ce (13) ma postaæ:

x = r(q) cos (l)    y = r(q) sin (l)

Aby uzyskaæ odwzorowanie azymutalne spe³niaj¹ce kryterium Airye'go metodami nume-
rycznymi, nale¿y odpowiednio sformu³owaæ zadanie programowania nieliniowego, to jest
wprowadziæ odpowiadaj¹c¹ kryterium (13) funkcjê celu. Rozpatrzymy dwie miary, odnie-
sione do odwzorowania sfery jednostkowej, z których pierwsza jest postaci:

        (15)

qk = a + kD � D/2       sp = sr = D,       D =  (b � a) / nk

W (15) nk to liczba odcinków po³udników, równa liczbie odcinków równole¿ników, dla
których liczone jest wzglêdne zniekszta³cenie d³ugo�ci, qk jest odleg³o�ci¹ sferyczn¹ od bie-
guna pó³nocnego, wyznaczon¹ dla punktu �rodkowego kolejnych odcinków po³udników
oraz dla punktów znajduj¹cych siê na odpowiadaj¹cych im odcinkach równole¿ników, D jest
d³ugo�ci¹ fragmentów równole¿ników i po³udników sr = sp na powierzchni sfery, a, b to
granice obszaru optymalizowanego podane w (13), r(q) jest promieniem wodz¹cym równo-
le¿ników w odwzorowaniu azymutalnym, SU

VV �
 s¹ d³ugo�ciami fragmentów równole¿ni-
ków i po³udników na powierzchni odwzorowania, D  jest wektorem parametrów opisuj¹cych
odwzorowanie.

Funkcja (15) w za³o¿eniu odpowiada zrewidowanej mierze Petersa dla odwzorowania
azymutalnego maj¹cego spe³niæ kryterium Airy'ego. Poniewa¿ w kryterium Airy'ego intere-
suje nas minimalizacja zniekszta³ceñ w kierunkach skal ekstremalnych, a w odwzorowaniu
azymutalnym s¹ to kierunki skal parametrycznych, st¹d wniosek, ¿e nale¿y minimalizowaæ
zniekszta³cenia d³ugo�ci fragmentów po³udników i równole¿ników. Uwzglêdniaj¹c po³udni-
kowy rozk³ad zniekszta³ceñ odwzorowawczych, wnioskujemy, ¿e fragmenty po³udników
miêdzy takimi samymi szeroko�ciami geograficznymi, zniekszta³caj¹ siê tak samo, a ich
d³ugo�æ na powierzchni obrazu odpowiada ró¿nicy d³ugo�ci promieni wodz¹cych równole¿-
ników, miêdzy którymi te odcinki po³udników siê znajduj¹. Fragmenty po³udników powinny
mieæ ³¹czn¹ d³ugo�æ po³udnika miêdzy granicami a, b i posiadaæ jedynie wspólne koñce.
Fragmenty równole¿ników za� powinny przechodziæ przez �rodki fragmentów po³udników,
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a ich d³ugo�æ na powierzchni obrazu wyra¿a siê jako d³ugo�æ fragmentu ³uku obrazu równo-
le¿nika. W ten sposób uzyskamy równomierne rozmieszczenie odcinków linii parametrycz-
nych. D³ugo�ci fragmentów równole¿ników i po³udników powinny byæ identyczne na po-
wierzchni orygina³u, st¹d sta³a warto�æ D = sp = sr. Zgodnie z zapisem (13) zniekszta³cenia
d³ugo�ci odcinków równole¿ników i po³udników nale¿y przemno¿yæ wspó³czynnikiem wa-
guj¹cym sin (qk), gdzie qk to �rednia szeroko�æ geograficzna fragmentu po³udnika, a zarazem
fragmentu równole¿nika przechodz¹cego przez niego prostopadle. Nie wprowadza siê czyn-
nika losowego w doborze odcinków po³udników i równole¿ników, gdy¿ w odwzorowaniu
azymutalnym zniekszta³cenia zmieniaj¹ siê stopniowo w kierunku po³udnikowym. Nale¿y
natomiast dobraæ odpowiednio ma³y interwa³ D, gdy¿ dla d³u¿szych odleg³o�ci na powierzchni
obrazu w ka¿dym odwzorowaniu zachodziæ mo¿e kompensacja zniekszta³ceñ ujemnych i
dodatnich. Za przyjêciem takiej funkcji celu przemawia zwi¹zek zniekszta³ceñ d³ugo�ci frag-
mentów po³udników i równole¿ników ze zniekszta³ceniami w kierunku skal ekstremalnych
oraz fakt, ¿e pomimo skoñczonej liczby sumowanych elementów nk, zniekszta³cenia wszyst-
kich punktów w zadanym pasie wp³ywaj¹ na obliczon¹ warto�æ funkcji celu � co dobrze
odpowiada integralnemu charakterowi ca³ki (13).

Alternatywn¹ funkcj¹ celu mo¿e byæ ca³ka w (13), policzona dla skoñczonej liczby punk-
tów, równomiernie roz³o¿onych wzd³u¿ jednego po³udnika:

qk = a + kD      D = (b � a)/nk

Symbole u¿yte do opisu powy¿szych zale¿no�ci nale¿y rozumieæ tak, jak dla poprzednio
sformu³owanej funkcji celu, z t¹ ró¿nic¹, ¿e D odpowiada odstêpom miêdzy punktami, dla
których wyznaczane s¹ ekstremalne skale d³ugo�ci, zamiast �rodkom fragmentów równo-
le¿ników i po³udników, r¢ (q) oznacza pochodn¹ promienia r(q) wzglêdem q. Taka funkcja
celu odpowiada ca³kowaniu numerycznemu (13), bez mno¿enia warto�ci ca³ki przez prze-
dzia³ dq, gdy¿ przy równym podziale D, minimalizacja (16) równowa¿y minimalizacjê ca³ki
numerycznej (13). Za zastosowaniem takiej funkcji celu przemawia bezpo�redni zwi¹zek
pomiêdzy warto�ci¹ ca³ki i jej przybli¿eniem numerycznym.

Wspó³rzêdne p³askie w optymalizowanym numerycznie odwzorowaniu azymutalnym
mo¿na przedstawiæ w postaci:

x = r(q) cos (l)

y = r(q) sin (l)

gdzie promieñ  r(q ) dany jest w postaci kombinacji liniowej pewnego promienia odwzoro-
wania azymutalnego wziêtego jako startowe r0(q) i kolejnych potêg q. Wspó³czynniki a0,
a1,..., an tej kombinacji liniowej s¹ zmiennymi decyzyjnymi w zadaniu optymalizacji odwzo-
rowania kartograficznego oraz stanowi¹ wspó³rzêdne wektora D  w równaniach (15-16).
Dla funkcji celu opisanej w (15) mamy po podstawieniu wspó³rzêdnych (17):

(16)

(17)
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Pochodna promienia r¢(q) w (17) przedstawia siê w postaci:

         (19)

Dla funkcji celu (16) po podstawieniu (17) i (19) uzyskamy:

Zarówno w (18) jak i w (20) funkcja celu jest wielomianem postaci:

Przy czym wspó³czynniki uk,i , u`k,i , fk, vk,i , lk s¹ sta³e, a zmienne decyzyjne s¹ wspó³-
czynnikami ai � wspó³rzêdnymi wektora D .

Na potrzeby niniejszego opracowania optymalizowano obydwie funkcje celu (18) oraz
(20) dla zmiennych decyzyjnych bêd¹cych wspó³czynnikami kombinacji liniowej (17). Wy-
korzystano algorytm Neldera-Meada do znalezienia minimum tych funkcji. Za kryterium
zakoñczenia obliczeñ przyjêto liczbê iteracji. Odwzorowaniem pocz¹tkowym r0(q) by³o od-
wzorowanie równopolowe:

Sympleks pocz¹tkowy przyjêto jako:

(18)

(20)

(21)

(22)

(23)
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Zatem pierwszy wierzcho³ek sympleksu odpowiada odwzorowaniu (22), czwarty od-
wzorowaniu r0(q) = 2 sin (q/ 2) + 0,05 q 2 itp.

W tabeli zaprezentowano wyniki dzia³ania algorytmu dla ró¿nej liczby u¿ytych wspó³-
czynników rozwiniêcia (17), ró¿nej liczby wydzielonych w funkcji celu (18) fragmentów
po³udników i równole¿ników nk lub punktów pomiaru odchyleñ skal od jedno�ci w (20),
podaj¹c przy tym liczbê wykonanych iteracji, oraz warto�æ funkcji celu (wyniki dotycz¹
obszaru zawartego miêdzy q1 = a = 35o, q2 = b = 41o, co odpowiada pasowi równole¿niko-
wemu, w którym le¿y Polska). Warto�ci funkcji celu znormalizowano dziel¹c przez liczbê nk
� co oznacza, ¿e podane warto�ci wyra¿aj¹ �redni¹ sumê kwadratów odchyleñ skal ekstre-
malnych od jedno�ci w pojedynczym punkcie. Liczba wykonanych iteracji jest orientacyjn¹
warto�ci¹, dla której przy podanym sympleksie startowym (23) wynik przestaje ulegaæ istot-
nej zmianie. W ostatniej kolumnie podano wyniki dla funkcji celu ��
 D)  wziêtej jak w (20),
dla nk¢ = 1000 punktów na po³udniku. Wcze�niej ustalono, ¿e dla odwzorowania analityczne-
go i dla takiej liczby punktów � dok³adno�æ ca³kowania numerycznego jest odpowiednia, by
reprezentowaæ rzeczywist¹ ca³kê z dok³adno�ci¹ do 5 cyfr znacz¹cych. Obliczenia prowa-
dzono z dok³adno�ci¹ 4 miejsc po przecinku dla optymalizowanych wspó³czynników rozwi-
niêcia (17). Prowadzenie obliczeñ z tak¹ dok³adno�ci¹ pozwala na osi¹gniêcie minimum ba-
danego kryterium z dok³adno�ci¹ oko³o 1/6000, co odpowiada zmianie zniekszta³ceñ na po-
ziomie pojedynczych milimetrów na kilometr, co jest zaniedbywalne, bior¹c pod uwagê wiel-
ko�æ zniekszta³ceñ dla odwzorowania analitycznego (14), dochodz¹c¹ do metrów na kilo-
metr wzd³u¿ równole¿ników. W pierwszej kolumnie tabeli dla odwzorowania analitycznego
wpisano literê �A�, natomiast ró¿ne odwzorowania zanumerowano od 1 do 16.

Analizuj¹c zawarte w tabeli wyniki mo¿na stwierdziæ, ¿e ju¿ dla odwzorowania o 3 opty-
malizowanych wspó³czynnikach (numery 1-2), optymalizowanego wzglêdem funkcji celu
uwzglêdniaj¹cej podzia³ po³udnika na 10 czê�ci, funkcja celu mo¿e osi¹gn¹æ warto�æ na
poziomie poni¿ej 1% ró¿nicy w stosunku do odwzorowania uzyskanego drog¹ �cis³¹. Nie-
znaczny wzrost warto�ci ca³ki F(a) dla wzrastaj¹cej czêsto�ci podzia³u nk spowodowany
jest wiêkszym udzia³em szeroko�ci geograficznych na skraju obszaru w tworzeniu warto�ci
funkcji celu � która uwzglêdnia du¿e warto�ci zniekszta³ceñ dla tych szeroko�ci po podnie-
sieniu do kwadratu. Dla funkcji celu (18) nie obserwowany jest przy tym spadek tych war-
to�ci przez kompensacjê zniekszta³ceñ ujemnych i dodatnich, gdy¿ czêsto�æ podzia³u jest
wystarczaj¹co du¿a dla  nk = 10, ponadto w uzyskiwanych odwzorowaniach przewa¿aj¹cy
wp³yw na zniekszta³cenia mia³a skala równole¿nikowa � o sta³ej warto�ci bez wzglêdu na
d³ugo�æ fragmentu równole¿nika. Zastosowanie funkcji celu podanej jak w (18) jest równo-
wa¿ne (20) ze wzglêdu na bran¹ pod uwagê dok³adno�æ. Obydwie funkcje daj¹ poprawne
wyniki, porównywalne z rozwi¹zaniem analitycznym. Dla obszaru o wskazanym rozmiarze
i po³o¿eniu okazuje siê wystarczaj¹ce wykorzystanie 4 pocz¹tkowych wspó³czynników w
kombinacji liniowej (17), (rozwi¹zania 3-8 w tabeli) przy podziale nk = 30 daje to mo¿liwo�æ
szybkiego wyznaczenia odwzorowania drog¹ numeryczn¹ z dok³adno�ci¹ oko³o 0,02% war-
to�ci funkcji celu.
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Podsumowanie

Wspó³cze�nie mo¿liwo�ci obliczeniowe komputerów pozwalaj¹ na konstruowanie oraz
optymalizacjê odwzorowañ ró¿nego typu, spe³niaj¹cych ró¿ne kryteria minimalizacji znie-
kszta³ceñ kartograficznych. Uzyskane drog¹ numeryczn¹ odwzorowania s¹ rozwi¹zaniami
przybli¿onymi. Ich przewaga nad rozwi¹zaniami �cis³ymi polega na tym, ¿e poprawnie skon-
struowany algorytm optymalizacji odwzorowania kartograficznego dla danego kryterium,
mo¿e zostaæ zastosowany lub ³atwo zmodyfikowany celem zastosowania dla innej, wybranej
klasy odwzorowañ oraz na potrzeby innego kryterium. Zmiana kryterium wi¹¿e siê z redefi-
nicj¹ funkcji celu, zmiana klasy odwzorowania wi¹¿e siê natomiast z modyfikacj¹ formu³
odwzorowawczych na wspó³rzêdne p³askie i tym samym ustaleniu zmiennych decyzyjnych

.pL a0 a1 a2 a3 a4 a5 a6 ijcaretiabzciL

kn 0001='?ulecajcknufarótK

*( r1(q )) )1*( *( q ) *( q 2) *( q 3) *( q 4) *( q 5) nk
A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 01 .dN 81 50-E1306,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 03 .dN 81 50-E0366,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 001 .dN 81 50-E8966,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 0001 .dN 81 50-E5076,6 50-E5076,6

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 00001 .dN 81 50-E5076,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 01 .dN 02 50-E3306,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 03 .dN 02 50-E0366,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 001 .dN 02 50-E8966,6 .dN

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 0001 .dN 02 50-E5076,6 50-E5076,6

A .dN .dN .dN .dN .dN .dN .dN 00001 .dN 02 50-E5076,6 .dN

1 7400,0- 1740,0 9300,1 .dN .dN .dN .dN 01 003 81 50-E816,6 50-E586,6

2 7400,0- 1740,0 9300,1 .dN .dN .dN .dN 01 003 02 50-E816,6 50-E586,6

3 4245,2 9670,0 3776,3 7602,0 .dN .dN .dN 01 005 81 50-E306,6 50-E176,6

4 8084,2- 2670,0 5216,3 7102,0 .dN .dN .dN 01 005 02 50-E406,6 50-E176,6

5 5204,2- 2570,0 9925,3 4591,0 .dN .dN .dN 02 005 81 50-E556,6 50-E276,6

6 5783,2- 1570,0 2415,3 1491,0 .dN .dN .dN 02 005 02 50-E456,6 50-E176,6

7 5773,2- 570,0- 6305,3 3391,0 .dN .dN .dN 03 005 81 50-E366,6 50-E176,6

8 9073,2- 9470,0 6694,3 8291,0 .dN .dN .dN 03 005 02 50-E566,6 50-E176,6

9 7560,1 9570,0 9360,0 9591,0 1241,0 .dN .dN 01 007 81 50-E406,6 50-E176,6

01 8250,1 2570,0 6370,0 1191,0 2931,0 .dN .dN 01 007 02 50-E406,6 50-E176,6

11 7840,1 3470,0 7370,0 581,0- 9531,0 .dN .dN 02 007 81 50-E456,6 50-E176,6

21 7840,1 2470,0 8270,0 8381,0 4531,0 .dN .dN 02 007 02 50-E456,6 50-E176,6

31 9940,1 1470,0 1170,0 381,0- 531,0 .dN .dN 03 007 81 50-E466,6 50-E176,6

41 8940,1 470,0- 9070.0 5281,0 7431,0 .dN .dN 03 007 02 50-E566,6 50-E176,6

51 8753,2- 7470,0 8284,3 7191,0 .dN .dN .dN 0001 007 81 50-E176,6 50-E5076,6

61 1299,0 7550,0 5120,0 1640,0 6960,0 6440,0 9810,0 03 0001 02 50-E466,6 50-E176,6

¯

Tabela. Odwzorowania azymutalne uzyskane drog¹ optymalizacji nieliniowej
w porównaniu z rozwi¹zaniem analitycznym �A�

F(x)/1000

F(x) / nk
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dla funkcji celu. W omawianym w artykule przyk³adzie odwzorowania azymutalnego spe³-
niaj¹cego kryterium Airy'ego, zastosowano z powodzeniem algorytm optymalizacji nielinio-
wej Neldera-Meada. Obydwie zaproponowane funkcje celu (15, 16)  dla nk d¹¿¹cego do
nieskoñczono�ci d¹¿¹ do dok³adnej warto�ci funkcji podanej w kryterium (13), jednak¿e dla
uzyskania dok³adno�ci rzêdu 0,02% spe³nienia kryterium wystarczy przyj¹æ nk = 30 oraz
wzi¹æ pod uwagê cztery pierwsze wyrazy rozwiniêcia (17).
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Abstract

The search for map projections with least possible distortion, satisfying selected criteria which inte-
grate different measures of distortion, is one of the more important tasks of cartography. In the
nineteenth century, many integral based criterions have been proposed, minimization of which is
considered as achieving an optimal distortion pattern for a given projection. In the present time of
mass computerization and constantly rising computation speed, popularity of numerical solutions of
the mentioned criteria has risen. These numerical solutions are achieved by application of nonlinear
optimization methods.
A nonlinear function minimization method proposed by Nelder and Mead (Nelder and Mead, 1965)
was used to optimize map projections of the spherical globe for small scale mapping by Frank Canters
(2002). Canters optimized projections of the whole globe, for which flat coordinates were given by fifth
order polynomials. Parameters of these polynomials were either longitude and latitude on the globe or
flat coordinates of a given parent projection. The objective function was the revised Peters measure of
distortion (Canters, 2002), which is a finite distortion measure comparing distance between two given
points on the globe with their distance on the map, for a large set of randomly chosen points.
In the present study, Nelder-Mead algorithm is used to minimize distortion of an azimuthal projection
of the sphere in the normal aspect, so that it will satisfy Airy's criterion. The obtained solution will be
then compared with an analytical-strict solution for this criterion, as given by Gdowski (1967). The
parallel radius in the formulas describing flat coordinates of the optimized projection is written as a
linear combination of the parent projections radius and a power series of  q , which denotes spherical
distance from the north pole. Optimized variables will be the coefficients of the said linear combination
with flat coordinates of the optimized projection given as:

x = r(q) cos(l)

y = r(q) sin (l)

As the objective function, we consider the value of adequately modified Peters measure, so that its
minimization corresponds with the minimization of the sum of the squares of the errors of scale factors
in principal directions, for the given region, as stated in the Airy's criterion.
The author plans to continue his research of nonlinear optimization methods for other projections and
distortion minimization criterions.
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