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Wstep

Powierzchnia sfery jest nierozwijalna na ptaszczyzne bez znieksztatcen. W celu przedsta-
wienia sferycznej powierzchni Ziemi na plaskiej powierzchni mapy stosowane sa odwzoro-
wania kartograficzne. Kazde odwzorowanie kartograficzne niesie ze soba znieksztatcenia
odwzorowawcze, jednakze w zaleznosci od celu opracowania oraz odwzorowywanego ob-
szaru, wybierane jest odwzorowanie o najbardziej odpowiednim rozktadzie znieksztatcen.

Odwzorowanie takie moze spetnia¢ pewne kryteria podstawowe, jak wierne zobrazowa-
nie katow, pol powierzchni, czy wierne zachowywanie si¢ odlegtosci w zadanym kierunku.
Moze ono rowniez nie spelnia¢ zadnego z wymienionych kryteriow, w zamian spetniajac
okreslone kryteria integralne, catkowe — stanowiace pewien kompromis pomig¢dzy minimali-
zacja znieksztalcen r6znego rodzaju. Przyktadem takiego kryterium catkowego jest podane w
XIX wieku przez G.P. Airy'ego kryterium:
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W powyzszym réwnaniu F' oznacza miar¢ integralng znieksztatcen odwzorowawczych,
ktorej minimum jest poszukiwane, m, n to ekstremalne skale dtugosci w poszczegdlnych
punktach, S denotuje obszar, dla ktorego kryterium ma by¢ spetnione. Widaé¢ zatem, ze
odwzorowanie spehiajace kryterium Airy'ego ma dla wybranego obszaru najmniejsza moz-
liwa catkowita sume kwadratow odchylen skal ekstremalnych od jednosci.

Oprocz spetniania wybranych kryteriow wzgledem charakteru i rozktadu znieksztatcen
odwzorowawczych, odwzorowanie kartograficzne spetnia z reguly pewne warunki geome-
tryczne ksztattu siatki kartograficznej, co na ogoét wiaze si¢ z przynaleznoscig do pewnej
klasy odwzorowan. Kryterium (1) mozna zatem rozwaza¢ dla odwzorowan azymutalnych,
walcowych, stozkowych itd. Bez wzgledu na ogo6lna charakterystyke ksztaltu siatki karto-
graficznej mozna réwniez dazy¢é do uzyskania pewnych warunkéw geometrycznych dla
wybranych linii albo grup linii parametrycznych. Przyktadowo pozadany moze by¢ odpo-
wiedni stosunek dlugosci obrazu réwnika do dtugosci obrazu potudnika osiowego, symetria
siatki kartograficznej wzgledem rownika, odwzorowanie si¢ bieguna péinocnego na poje-
dynczy punkt itd. Warunkow tego typu mozna postulowaé wigcej dla odwzorowan o bar-
dziej dowolnym og6lnym ksztalcie siatek kartograficznych. Wprowadzane sa one najczesciej
poprzez odpowiednig modyfikacje we wzorze og6lnym okreslajacym dane odwzorowanie.

Odwzorowanie kartograficzne nalezace do danej klasy odwzorowan, spetniajace wybra-
ne warunki geometryczne wspomniane wyzej oraz spetniajace pewne kryteria minimalizacji
znieksztalcen, jak np. (1) mozna uzyskiwa¢ droga analityczng lub przyblizonymi metodami
numerycznymi. W przypadku metod przyblizonych mamy na ogét do czynienia z rozwiazy-
waniem odpowiedniego zadania optymalizacji nieliniowej (programowania nieliniowego), przy
pomocy odpowiednio dobranego algorytmu numerycznego.

W przypadku optymalizacji rozktadu znieksztatcen odwzorowawczych zadanie takie po-
lega na znalezieniu minimum funkcji celu przyjetej jako kryterium oceny odwzorowania, np.
kryterium (1), przez odpowiednie dobranie wartosci parametrow opisujacych wspotrzedne
ptaskie odwzorowania, petniacych rolg zmiennych decyzyjnych. Zbiér dopuszczalnych roz-
wiazan moze by¢ ograniczony. Zadanie optymalizacji odwzorowania kartograficznego moz-
na zapisa¢ w nastgpujacy sposob:

F(a)——min, f,(a)<0,f,(a)<0..... ,(a) <0 )

W powyzszym rownaniu F(a) jest minimalizowana integralng miarg znieksztalcen roz-
patrywang w danym Kryterium, ; jest wektorem parametrow opisujacych odwzorowanie,

-----

ogranicza zbior dopuszczalnych rozwigzan ;.

W praktyce funkcje celu [(g) mozna zdefiniowa¢ jako skorczong sumg pewnych war-
tosci stanowiaca przyblizenie rozpatrywanej integralnej miary znieksztatlcen odwzorowaw-
czych. Ostateczna posta¢ funkcji celu zaleze¢ bedzie od przyjetej klasy odwzorowan.

W niniejszym artykule rozpatrywane begdzie rozwigzanie kryterium (1) bez ograniczen
nierdwnosciowych dla odwzorowania azymutalnego normalnego sfery, z wykorzystaniem
algorytmu Neldera-Meada.
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Zastosowanie algorytmu Neldera-Meada do minimalizacji
znieksztalcen odwzorowawczych

Frank Canters (2002) optymalizowal wybrane odwzorowania powierzchni calej sfery,
przyjmujac funkcje celu jako warto$¢ zrewidowanej przez siebie miary Petersa:

5000 & Js'+s| )

W réwnaniu (3) s to odleglo$é dwu losowo wybranych punktéw na powierzchni sfery,
s” to odlegtos¢ tych punktéw na powierzchni plaskiej odwzorowania. Punkty wybierane byty
losowo na powierzchni kontynentéw (celem lepszego zobrazowania powierzchni kontynen-
tow wzgledem powierzchni oceandw). Jest to zatem skonczona miara znieksztalcen odwzo-
rowawczych reprezentujaca pewne przecigtne znieksztalcenie tak zdefiniowanych odlegto-
Sci. Wspohrzedne optymalizowanego odwzorowania przyjete byly w postaci transformacji
wielomianowej wspdtrzednych wyjsciowych tego odwzorowania:

n n-1

X=3>axy )
=0 j=0
n n-1 o

Y= a' x'y’ )
i=0 j=0

W réwnaniach (4-5) X, Y oznaczaja wspdtrzedne po transformacji, x, y sa wspolrzedny-
mi odwzorowania macierzystego, wspotczynniki a 7 a ;54 wspolezynnikami dwuparame-
trowej transformacji wielomianowe;j.

Optymalizowanymi, ze wzglgdu na warto$¢ funkcji celu (3) zmiennymi decyzyjnymi
byly wspotczynniki wielomiandw (4-5). Wstepnie na wartosci wspotczynnikow powyzszej
transformacji naktadane byly odpowiednie warunki pozwalajace uzyska¢ wymagane wia-
snosci geometryczne siatki kartograficznej. Przyktadowo, dla zachowania symetrycznego
roztozenia punktéw wzgledem osi Ox siatki macierzystej, nieparzyste potegi y w (4) oraz
parzyste potegi y w (5) musza zosta¢ usuniete. Analogicznie dla uzyskania symetrii wzgle-
dem osi Ox parzyste potegi x w (4) oraz nieparzyste potegi x w (5) musza znikna¢. Naktada-
nie tego typu ograniczen geometrycznych jest wazne dla prawidlowego odwzorowywania
catego globu (Canters, 2002).

Zadanie optymalizacji odwzorowania opisanego przez (4-5) dla funkcji celu (3) sprowa-
dza si¢ do znalezienia takich wartosci wspotczynnikow a; a i dla ktérych po podstawieniu
(4-5) do (3) wartos¢ prawej strony (3) bedzie minimalna, przy zatozonych ograniczeniach na
warto$ci tych wspdtczynnikdéw. Do rozwiazania tego zadania Canters postuzyt si¢ algoryt-
mem Neldera-Meada (ang. downhill simplex method) optymalizacji nieliniowej, nazywanej
czasem w polskiej literaturze algorytmem petzajacego sympleksu. Algorytm ten zostatl przed-
stawiony i opisany w pracy (Nelder, Mead, 1965). Nie nalezy myli¢ tego algorytmu z algo-
rytmem sympleks programowania liniowego.
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Sympleks to figura matematyczna stanowiaca n+1 wierzchotkdw w n-wymiarowej prze-
strzeni. Kazde n wierzchotkéw w sympleksie jest liniowo niezalezne. Dla n optymalizowa-
nych zmiennych decyzyjnych generowany jest poczatkowy sympleks sktadajacy si¢ z n+1
wierzchotkow, majacych n wspdtrzednych. Wspotrzedne wierzchotka odpowiadaja warto-
Sciom zmiennych decyzyjnych w tym wierzchotku. W niniejszym artykule sympleks bedzie
oznaczony jako macierz A

ntl.n
a a ,
Apn=| + . (6)
an+1,l an+1,n

Pojedynczy wierzcholek sympleksu jest jednym z wierszy macierzy 4, to znaczy wekto-
rem:
ai [al lﬂaz 29 ai,n] (7)

Dla kazdego takiego wierzchotka mozna obliczy¢ wartos¢ funkcji celu zaleznej od » zmien-
nych decyzyjnych F (5;) Oznaczmy przez a_g — wierzcholtek sympleksu o najmniejszej
warto$ci funkcji celu, — wierzcholek o najwigkszej wartosci funkeji celu oraz a, | wierz-
chotek o drugiej najwigkszej wartosci funkcji celu. Wartosci indeksow L, 4, h—1 wskazuja
odpowiedni wiersz w (6).

Istota metody jest przesuwanie w kazdej iteracji wierzchotka ,,najgorszego” (o najwigk-
szej wartosci funkcji celu, @) na taka nowa pozycj¢ w n-wymiarowej przestrzeni, aby jego
wartos¢ si¢ poprawita. Wierzcholek przesuwany jest w kierunku srodka cigzkosci (centro-
idu) a, pozostatych wierzchotkow. Odleglos¢ przesunigcia zalezy od stopnia poprawy war-
tosci funkcji celu dla przemieszczonego wierzchotka.

—_—

Wstepnym etapem kazdej iteracji w algorytmie jest znalezienie wierzchotkdw Z, a_,;, a, ,

oraz wyznaczenie srodka cigzkosci a, dla wszystkich wierzchotkow za wyjatkiem a, :

5=

Nastgpnie wykonywane jest ,,odbicie™ (ang. reflection) — polegajace na przesunigciu
prostoliniowym wierzchotka w kierunku @ tak, aby znalazl si¢ po jego drugiej stronie:

;=5;+0((_a;—a_,;),0<0( (9)

Dla nowej pozycji ,,odbitego” wzgledem centroidu wierzchotka 7 obliczona zostaje war-
tos¢ funkcp celu F(r) Ta warto$¢ poréwnywana jest z warto$ciami funkcji celu w wierz-
chotkach ¢, ,ah,ah - Jesli nowa warto$¢ funkcji celu jest mniejsza niz w wierzchotku a, e
wykonywane jest tzw. ,,roz.iagnigcie” (ang. expansion). Przyjeta jest wowczas heurystyka,
ze kierunek przesuniecia jest obiecujacy ze wzgledu na zmniejszenie wartosci funkcji celu i

nalezy wykona¢ dalsze przesunigcie w tym kierunku:
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e=a.+1a,~a), y>Ly>a (10)

Wierzcholek a,_, jest wowczas wymieniony w sympleksie (6) na ¢ jesli wartosé Fe)
jest mniejsza od F(a,), lub na ; w przeciwnym wypadku. Jesli wartos¢ funkeji celu w it
jest wigksza lub rowna wartosci funkcji celu w a, ale mniejszanizw a,_, , wowczas wierz-
chotek g, wymieniany jest rowniez na ;.. Natomiast jesli funkcja celu w wierzchotku
osiaga wigkszg lub rowng wartos¢, w stosunku do @, _, , ale mniejsza nz w a, , wowczas
dokonywane jest tzw. ,,$ciagnigcie” (ang. contraction) oraz wierzchotek a, wymieniany jest
na .:

c=a +pr-a) 0<B<lLp<a (11.1)

Jesli natomiast ;. okazuje si¢ ,nielepszy” w sensie minimalizacji funkcji celu od @, ,
a zatem operacja odbicia nie poprawita wartosci funkcji celu w tym wierzchotku, wowczas
rowniez wykonane jest $ciggnigcie, jednakze po stronie wierzchotka a, :

c=a,+p(a,~a), 0<f<l, f<a (11.2)
po czym jesli wierzchotek  jest lepszy niz a_}: — nastgpuje wymiana a_}: na g a_;,m przeciw-
nym wypadku wszystkie inne wierzchotki sg usredniane z wierzchotkiem ¢, , a a, wymie-
niony zostaje na :

A a:=(a,+a;)l2 (12)
iefl,..,n+l1}

Nelder i Mead eksperymentalnie wywnioskowali, Ze na ogdt najszybsza zbieznos¢ uzy-
skuje si¢ dla =1, = 0,5, y = 2. W poczatkowym stadium dziatania algorytmu, jesli
sympleks jest daleki od minimum — dzigki operacji rozciagnigcia zwigksza swoj rozmiar, co
implikuje takze zwigkszanie odlegtosci kolejnych odbi¢ i rozciagnigé w kolejnych iteracjach,
co przyspiesza proces zblizania si¢ figury sympleksu w okolice minimum. Gdy sympleks
potozony jest blisko minimum, jego rozmiar zaczyna si¢ stopniowo zmniejsza¢ dzigki opera-
cjom kontrakeji i usredniania pozycji wierzchotkow z wierzchotkiem najlepszym g, . W
efekcie sympleks ,,zapada” si¢ do ostatecznego minimum. Za znalezione wartosci zmiennych
decyzyjnych mozna ostatecznie przyja¢ wspélrzedne wierzchotka g, po zakonczonej ostat-
niej iteracji. Kryterium zakoficzenia procesu iteracyjnego moze by¢ np. réznica F(a,)— F (ah)

Optymalizacja odwzorowania azymutalnego
celem spelnienia kryterium Airy ego

W pracy (Gdowski, 1967) Gdowski podaje rozwigzanie kryterium Airy'ego (1) dla od-
wzorowania azymutalnego w potozeniu normalnym, uzyskane droga analityczna, z wyko-
rzystaniem rachunku wariacyjnego. Kryterium (1) mozna dla odwzorowania azymutalnego
normalnego sfery jednostkowej zapisa¢ w postaci:

dr Y r : . dr o
= ||| =- - ; gdzie: m=— n=—
o= j{(d@ ]j (sine ]j :lsmede do sin @ (13)
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przy czym r = r(6) to promien obrazu réwnoleznika, m, n sg ekstremalnymi skalami dtugo-
$ci w poszczegdlnych punktach, granice catkowania 6 . = a, 0 = 8 wskazuja granice
obszaru optymalizowanego (jego polozenie), 6= /2 — pjest odlegloscig sferyczng od biegu-
na potnocnego. Uzyskane droga analityczna odwzorowanie spehiajace (13) ma postaé:

x =r(Q) cos (4) y=r(6sin (4 (14)

0 o o 0
0) = Atg—+ Betg — + 2ctg —lgsec—
r(0) g+ Beig 5+ 2cig—lgsec

2 lgsecﬁ—lgsecg 2 thglgsecﬁ—tg2 'Blgsec—
2 2 2 2 2
A= B=
gzﬁ 1g’ 2 gzﬁ g’ &
2 2 2 2

Aby uzyska¢ odwzorowanie azymutalne spetniajace kryterium Airye'go metodami nume-
rycznymi, nalezy odpowiednio sformutowa¢ zadanie programowania nieliniowego, to jest
wprowadzi¢ odpowiadajacq kryterium (13) funkcj¢ celu. Rozpatrzymy dwie miary, odnie-
sione do odwzorowania sfery jednostkowej, z ktdrych pierwsza jest postaci:

n, 2] ' _ 2
F(a)= Z(sp( )~ J (s,(H;) s’j sin(6,) (15)

p r

O,=a+kA-A2 s, =5, = A A= (B-0)/n,

s (0)=r@)A/sin@,) 5, (0)=r6, —AI2)~r(8, +A/2)|

W (15) n, to liczba odcinkéw potudnikow, rowna liczbie odcinkéw rownoleznikow, dla
ktorych liczone jest wzgledne znieksztatcenie dtugosci, 6, jest odlegloscia sferyczna od bie-
guna pétnocnego, wyznaczong dla punktu srodkowego kolejnych odcinkéw potudnikdw
oraz dla punktéw znajdujacych si¢ na odpowiadajacych im odcinkach réwnoleznikow, A jest
dhugoscia fragmentéw réwnoleznikéw i potudnikéw s, = s na powierzchni sfery, ¢, fto
granice obszaru optymalizowanego podane w (13), 7(6) jest promieniem wodzacym réwno-
leznikéw w odwzorowaniu azymutalnym, s, ,s »sa dtugosciami fragmentéw réwnolezni-
kéw i potudnikéw na powierzchni odwzorowania, ; jest wektorem parametréw opisujacych
odwzorowanie.

Funkcja (15) w zatozeniu odpowiada zrewidowanej mierze Petersa dla odwzorowania
azymutalnego majacego spetni¢ kryterium Airy'ego. Poniewaz w kryterium Airy'ego intere-
suje nas minimalizacja znieksztatcen w kierunkach skal ekstremalnych, a w odwzorowaniu
azymutalnym s to kierunki skal parametrycznych, stad wniosek, ze nalezy minimalizowa¢
znieksztatcenia dtugosci fragmentéw potudnikéw i rownoleznikow. Uwzgledniajac potudni-
kowy rozktad znieksztalcen odwzorowawczych, wnioskujemy, ze fragmenty potudnikéw
migdzy takimi samymi szerokos$ciami geograficznymi, znieksztalcajg si¢ tak samo, a ich
dtugos$¢ na powierzchni obrazu odpowiada réznicy dtugosci promieni wodzacych réwnolez-
nikéw, migdzy ktérymi te odcinki potudnikéw si¢ znajduja. Fragmenty potudnikow powinny
mieé taczng dtugos¢ potudnika migedzy granicami ¢, 1 posiadaé jedynie wspdlne konce.
Fragmenty réwnoleznikéw za$ powinny przechodzi¢ przez $rodki fragmentéw potudnikdw,
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a ich dtugo$¢ na powierzchni obrazu wyraza si¢ jako dtugos¢ fragmentu tuku obrazu réwno-
leznika. W ten sposob uzyskamy rownomierne rozmieszczenie odcinkéw linii parametrycz-
nych. Dlugosci fragmentéw réwnoleznikow i potudnikéw powinny by¢ identyczne na po-
wierzchni oryginatu, stad stata wartos¢ A = s =s . Zgodnie z zapisem (13) znieksztalcenia
dtugosci odcinkéw réwnoleznikow i poludniﬁo’w nalezy przemnozy¢ wspotczynnikiem wa-
gujacym sin (6,), gdzie 6, to srednia szerokos¢ geograficzna fragmentu potudnika, a zarazem
fragmentu rownoleznika przechodzacego przez niego prostopadle. Nie wprowadza si¢ czyn-
nika losowego w doborze odcinkow potudnikow i rownoleznikow, gdyz w odwzorowaniu
azymutalnym znieksztalcenia zmieniajq si¢ stopniowo w kierunku potudnikowym. Nalezy
natomiast dobra¢ odpowiednio maty interwat A, gdyz dla dtuzszych odlegtosci na powierzchni
obrazu w kazdym odwzorowaniu zachodzi¢ moze kompensacja znieksztatcen ujemnych i
dodatnich. Za przyjeciem takiej funkcji celu przemawia zwiazek znieksztatcen dtugosci frag-
mentow poludnikéw i rownoleznikdéw ze znieksztalceniami w kierunku skal ekstremalnych
oraz fakt, ze pomimo skoficzonej liczby sumowanych elementéw #,, znieksztalcenia wszyst-
kich punktow w zadanym pasie wptywaja na obliczong warto$¢ funkcji celu — co dobrze
odpowiada integralnemu charakterowi catki (13).

Alternatywna funkcja celu moze by¢ catka w (13), policzona dla skonczonej liczby punk-
téw, rownomiernie roztozonych wzdtuz jednego potudnika:

F@)=3| (0 -1) +(L0k)—1] sin(6),) (16)

sin(6, )
g,=o+kA A=(B-a)n,

Symbole uzyte do opisu powyzszych zaleznosci nalezy rozumie¢ tak, jak dla poprzednio
sformutowanej funkcji celu, z taq réznica, ze A odpowiada odstgpom migdzy punktami, dla
ktérych wyznaczane sa ekstremalne skale dtugosci, zamiast srodkom fragmentéw réwno-
leznikéw i potudnikdéw, »* (6) oznacza pochodna promienia () wzgledem 6. Taka funkcja
celu odpowiada catkowaniu numerycznemu (13), bez mnozenia wartosci catki przez prze-
dziat d6, gdyz przy rownym podziale A, minimalizacja (16) rownowazy minimalizacj¢ catki
numerycznej (13). Za zastosowaniem takiej funkcji celu przemawia bezposredni zwigzek
pomigdzy wartoscig calki i jej przyblizeniem numerycznym.

Wspotrzedne plaskie w optymalizowanym numerycznie odwzorowaniu azymutalnym
mozna przedstawi¢ w postaci:

x =r(6) cos (4)
y =r(0 sin (4 (17)
r(0) = ay,(0) + ia,@”'

i=1

gdzie promien »(8) dany jest w postaci kombinacji liniowej pewnego promienia odwzoro-
wania azymutalnego wzigtego jako startowe r,(6) i kolejnych poteg 6. Wspdtczynniki a,
a,,..., a, tej kombinacji liniowej sa zmiennymi decyzyjnymi w zadaniu optymalizacji odwzo-
rowania kartograficznego oraz stanowia wspolrzedne wektora , w réwnaniach (15-16).
Dla funkcji celu opisanej w (15) mamy po podstawieniu wspotrzednych (17):
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A A
Vo(ek + 2) — T’O(Hk — 2)

=3 sinA(f’k) [%

. 2 (18)
- . ] < i-1
+ ;{sm(ek)Lin(@) (aoro(ﬁk) + ;aﬂk j - 1} }
Pochodna promienia 7'(6) w (17) przedstawia si¢ w postaci:
r'(0)=ayr'y (0)+ Y (i-1)a,6"” (19)
i

Dla funkgji celu (16) po podstawieniu (17) i (19) uzyskamy:

F@-Y, [aor'owk)@a—l)aﬂk"‘z—l} *Lml@ {m@)ﬁcﬂ;j—l} i

Zaréwno w (18) jak i w (20) funkcja celu jest wielomianem postaci:

ny n 2 n 2 an n 2
Fla)= Z (aouk,o + Zaiuk,i - 1] + (aou'k,o +Zaiu'k,i _IJ /i = Zfzaivk,i _lkj 2n
k=1 i=1

i=1 k=1\i=0

Przy czym wspélezynniki u, ,, u’; ;. fi, v, ;. 1, sa stale, a zmienne decyzyjne s wspot-
czynnikami a, — wspotrzednymi wektora .

Na potrzeby niniejszego opracowania optymalizowano obydwie funkcje celu (18) oraz
(20) dla zmiennych decyzyjnych bedacych wspotczynnikami kombinacji liniowej (17). Wy-
korzystano algorytm Neldera-Meada do znalezienia minimum tych funkcji. Za kryterium
zakonczenia obliczen przyjgto liczbg iteracji. Odwzorowaniem poczatkowym 7,,(6) byto od-
wzorowanie rownopolowe:

7,(0) = 2sin(0/2) (22)
Sympleks poczatkowy przyjeto jako:
1 0 0 0 |
1 0.05 0 0
A, = 1 0 0.05 0 23
e : 0 0 .0
1 0 0 - 0.05
1095 0 0 0 Dt
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Zatem pierwszy wierzchotek sympleksu odpowiada odwzorowaniu (22), czwarty od-
wzorowaniu 7,(8) = 2 sin (& 2) + 0,05 67 itp.

W tabeli zaprezentowano wyniki dziatania algorytmu dla réznej liczby uzytych wspét-
czynnikdéw rozwinigcia (17), roznej liczby wydzielonych w funkcji celu (18) fragmentow
potudnikéw i rownoleznikéw 7, lub punktdw pomiaru odchylefi skal od jednosci w (20),
podajac przy tym liczbe wykonanych iteracji, oraz wartos¢ funkcji celu (wyniki dotycza
obszaru zawartego miedzy 6, = a =35°, 6, = f=41°, co odpowiada pasowi réwnolezniko-
wemu, w ktorym lezy Polska). Wartosci funkcji celu znormalizowano dzielac przez liczbe n,
— co0 oznacza, ze podane wartosci wyrazaja $rednig sume¢ kwadratéw odchylen skal ekstre-
malnych od jednosci w pojedynczym punkcie. Liczba wykonanych iteracji jest orientacyjna
wartos$cia, dla ktorej przy podanym sympleksie startowym (23) wynik przestaje ulega¢ istot-
nej zmianie. W ostatniej kolumnie podano wyniki dla funkeji celu F'(a) wzigtej jak w (20),
dlan,”= 1000 punktéw na potudniku. Wczesniej ustalono, ze dla odwzorowania analityczne-
go i dla takiej liczby punktow — doktadnos¢ catkowania numerycznego jest odpowiednia, by
reprezentowaé rzeczywista catke z doktadnoscig do 5 cyfr znaczacych. Obliczenia prowa-
dzono z doktadnoscia 4 miejsc po przecinku dla optymalizowanych wspotczynnikow rozwi-
niecia (17). Prowadzenie obliczen z taka doktadno$cia pozwala na osiagnigcie minimum ba-
danego kryterium z doktadnos$cia okoto 1/6000, co odpowiada zmianie znieksztatcen na po-
ziomie pojedynczych milimetréw na kilometr, co jest zaniedbywalne, biorac pod uwage wiel-
ko$¢ znieksztalcen dla odwzorowania analitycznego (14), dochodzacg do metrow na kilo-
metr wzdtuz réwnoleznikow. W pierwszej kolumnie tabeli dla odwzorowania analitycznego
wpisano liter¢ ,,A”, natomiast r6zne odwzorowania zanumerowano od 1 do 16.

Analizujac zawarte w tabeli wyniki mozna stwierdzi¢, ze juz dla odwzorowania o 3 opty-
malizowanych wspdtczynnikach (numery 1-2), optymalizowanego wzgledem funkcji celu
uwzgledniajacej podziat potudnika na 10 cze¢sci, funkcja celu moze osiagnaé warto$¢ na
poziomie ponizej 1% réznicy w stosunku do odwzorowania uzyskanego droga Scista. Nie-
znaczny wzrost wartosci catki F(o) dla wzrastajacej czgstosci podziatu n, spowodowany
jest wigkszym udziatem szerokos$ci geograficznych na skraju obszaru w tworzeniu wartosci
funkcji celu — ktora uwzglednia duze wartosci znieksztatcen dla tych szerokosci po podnie-
sieniu do kwadratu. Dla funkcji celu (18) nie obserwowany jest przy tym spadek tych war-
tosci przez kompensacje¢ znieksztalcen ujemnych i dodatnich, gdyz czesto$¢ podziatu jest
wystarczajaco duza dla n, = 10, ponadto w uzyskiwanych odwzorowaniach przewazajacy
wplyw na znieksztalcenia miata skala réwnoleznikowa — o statej wartosci bez wzgledu na
dtugos¢ fragmentu rownoleznika. Zastosowanie funkcji celu podanej jak w (18) jest réwno-
wazne (20) ze wzgledu na brang pod uwage doktadnos¢. Obydwie funkcje daja poprawne
wyniki, poréwnywalne z rozwigzaniem analitycznym. Dla obszaru o wskazanym rozmiarze
i potozeniu okazuje si¢ wystarczajace wykorzystanie 4 poczatkowych wspdtczynnikéw w
kombinacji liniowej (17), (rozwiazania 3-8 w tabeli) przy podziale n, = 30 daje to mozliwos¢
szybkiego wyznaczenia odwzorowania droga numeryczna z doktadnoscia okoto 0,02% war-
tosci funkcji celu.
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Tabela. Odwzorowania azymutalne uzyskane droga optymalizacji nieliniowej
w pordwnaniu z rozwigzaniem analitycznym ,,A”
ip. a, a, a, a, a, as ag i iczba iteracji F(x)/1000
Ktora funkcja celu? k= 1000
(*r(0)) *D (*0) | (*0) | (*0%) | (*0% | (09| n, | Fe/n
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 10| Nd. | 18| 6,6031E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 30| Nd. | 18| 6,6630E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 100| Nd. | 18 | 6,6698E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 1000| Nd. | 18 | 6,6705E-05 |6,6705E-05
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 10000| Nd. | 18 | 6,6705E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 10| Nd. | 20 | 6,6033E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 30| Nd. | 20 | 6,6630E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 100| Nd. | 20 | 6,6698E-05 Nd.
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 1000| Nd. | 20 | 6,6705E-05 |6,6705E-05
A Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. Nd. 10000| Nd. | 20 | 6,6705E-05 Nd.
11-0,0047 0,0471 |1,0039 Nd. Nd. Nd. Nd. 10| 300 | 18 | 6,618E-05 |6,685E-05
2|-0,0047 0,0471 |1,0039 Nd. Nd. Nd. Nd. 10| 300 | 20 | 6,618E-05 |6,685E-05
3| 2,5424 0,0769 |3,6773 | 0,2067 | Nd. Nd. Nd. 10| 500 | 18| 6,603E-05 |[6,671E-05
41-2.,4808 0,0762 |3,6125 | 0,2017 | Nd. Nd. Nd. 10| 500 | 20 | 6,604E-05 |6,671E-05
5/-2,4025 0,0752 |3,5299 | 0,1954 | Nd. Nd. Nd. 20| 500 | 18 | 6,655E-05 |6,672E-05
6|-2,3875 0,0751 |3,5142 | 0,1941 | Nd. Nd. Nd. 20| 500 | 20 | 6,654E-05 |6,671E-05
7\-2,3775 |-0,075 |3,5036 | 0,1933 | Nd. Nd. Nd. 30| 500 | 18| 6,663E-05 |6,671E-05
81-2,3709 0,0749 |3.,4966 | 0,1928 | Nd. Nd. Nd. 30| 500 | 20 | 6,665E-05 |6,671E-05
9| 1,0657 0,0759 10,0639 | 0,1959 |0,1421 Nd. Nd. 10| 700 | 18 | 6,604E-05 |6,671E-05
10| 1,0528 0,0752 10,0736 | 0,1911 |0,1392 Nd. Nd. 10| 700 | 20 | 6,604E-05 |6,671E-05
11| 1,0487 0,0743 10,0737 |-0,185 |0.1359 Nd. Nd. 20| 700 | 18| 6.,654E-05 |6,671E-05
12| 1,0487 0,0742 10,0728 | 0,1838 |0,1354 Nd. Nd. 20| 700 | 20 | 6,654E-05 |6,671E-05
13} 1,0499 0,0741 10,0711 |-0,183 0,135 Nd. Nd. 300 700 | 18 | 6,664E-05 |6,671E-05
14| 1,0498 |-0,074 ]0.0709 | 0,1825|0,1347 Nd. Nd. 30] 700 | 20 | 6,665E-05 |6,671E-05
15/-2.3578 0,0747 |3.4828 | 0,1917 | Nd. Nd. Nd. 1000/ 700 | 18| 6.671E-05 |6,6705E-05
16| 0,9921 0,0557 10,0215 | 0,0461 |0,0696 |0,0446 |0,0189 30| 1000 | 20 | 6,664E-05 |6,671E-05
Podsumowanie

Wspolezesnie mozliwosci obliczeniowe komputeréw pozwalaja na konstruowanie oraz

optymalizacj¢ odwzorowan réznego typu, spehiajacych rézne kryteria minimalizacji znie-
ksztatcen kartograficznych. Uzyskane droga numeryczng odwzorowania sa rozwigzaniami
przyblizonymi. Ich przewaga nad rozwiazaniami $cistymi polega na tym, ze poprawnie skon-
struowany algorytm optymalizacji odwzorowania kartograficznego dla danego kryterium,
moze zosta¢ zastosowany lub fatwo zmodyfikowany celem zastosowania dla innej, wybrane;j
klasy odwzorowan oraz na potrzeby innego kryterium. Zmiana kryterium wiaze si¢ z redefi-
nicja funkcji celu, zmiana klasy odwzorowania wigze si¢ natomiast z modyfikacja formut
odwzorowawczych na wspétrzedne ptaskie i tym samym ustaleniu zmiennych decyzyjnych
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dla funkcji celu. W omawianym w artykule przyktadzie odwzorowania azymutalnego spet-
niajacego kryterium Airy'ego, zastosowano z powodzeniem algorytm optymalizacji nielinio-
wej Neldera-Meada. Obydwie zaproponowane funkcje celu (15, 16) dla n, dazacego do
nieskonczonosci dazg do doktadnej wartosci funkcji podanej w kryterium (13), jednakze dla
uzyskania doktadnosci rzedu 0,02% spelnienia kryterium wystarczy przyja¢ n, = 30 oraz
wziac¢ pod uwage cztery pierwsze wyrazy rozwinigcia (17).
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Abstract

The search for map projections with least possible distortion, satisfying selected criteria which inte-
grate different measures of distortion, is one of the more important tasks of cartography. In the
nineteenth century, many integral based criterions have been proposed, minimization of which is
considered as achieving an optimal distortion pattern for a given projection. In the present time of
mass computerization and constantly rising computation speed, popularity of numerical solutions of
the mentioned criteria has risen. These numerical solutions are achieved by application of nonlinear
optimization methods.

A nonlinear function minimization method proposed by Nelder and Mead (Nelder and Mead, 1965)
was used to optimize map projections of the spherical globe for small scale mapping by Frank Canters
(2002). Canters optimized projections of the whole globe, for which flat coordinates were given by fifth
order polynomials. Parameters of these polynomials were either longitude and latitude on the globe or
flat coordinates of a given parent projection. The objective function was the revised Peters measure of
distortion (Canters, 2002), which is a finite distortion measure comparing distance between two given
points on the globe with their distance on the map, for a large set of randomly chosen points.

In the present study, Nelder-Mead algorithm is used to minimize distortion of an azimuthal projection
of the sphere in the normal aspect, so that it will satisfy Airy's criterion. The obtained solution will be
then compared with an analytical-strict solution for this criterion, as given by Gdowski (1967). The
parallel radius in the formulas describing flat coordinates of the optimized projection is written as a
linear combination of the parent projections radius and a power series of 6, which denotes spherical
distance from the north pole. Optimized variables will be the coefficients of the said linear combination
with flat coordinates of the optimized projection given as:

x =r(0) cos(4)

y =r(Q) sin (4

r(0) = ayr,(0)+ Y a0
i=1

As the objective function, we consider the value of adequately modified Peters measure, so that its
minimization corresponds with the minimization of the sum of the squares of the errors of scale factors
in principal directions, for the given region, as stated in the Airy's criterion.
The author plans to continue his research of nonlinear optimization methods for other projections and
distortion minimization criterions.
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