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Odwzorowanie Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê
jako odwzorowanie z³o¿one

Odwzorowanie Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê jest odwzorowaniem konforemnym,
w którym wybrany po³udnik elipsoidy odwzorowuje siê bez zniekszta³ceñ na po³udnik sfery.
Odwzorowanie takie mo¿e byæ zrealizowane jako odwzorowanie z³o¿one z cz¹stkowych
odwzorowañ konforemnych, mianowicie odwzorowania Gaussa-Krügera ca³ej elipsoidy na
p³aszczyznê, a nastêpnie odwzorowania p³aszczyzny na sferê za pomoc¹ odwrotnego od-
wzorowania poprzecznego Mercatora (rys. 1).

Rys. 1. Odwzorowanie Gaussa-Krügera jako odwzorowanie z³o¿one
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Odwzorowanie Gaussa-Krügera elipsoidy na p³aszczyznê
z zastosowaniem ca³ek eliptycznych Jacobiego

Uzyskanie obrazu ca³ej elispsoidy na p³aszczy�nie wymaga zastosowania specjalnych metod.
W niniejszej pracy etap ten zrealizowany zosta³ w oparciu o aparat ca³ek eliptycznych Jaco-
biego. Poni¿ej, na podstawie (Balcerzak, Panasiuk, 2003) przedstawiono zastosowan¹ meto-
dê w zarysie.

Odwzorowanie Gaussa-Krügera jest odwzorowaniem konforemnym ca³ej elipsoidy ob-
rotowej sp³aszczonej

(1)

w p³aszczyznê

(2)

w której

(3)

B � szeroko�æ geodezyjna elipsoidalna,
qe � szeroko�æ geodezyjna izometryczna elipsoidalna okre�lona zwi¹zkiem

(4)

(qe,le) � parametry izometryczne punktu  (B,L)  powierzchni elipsoidy.

Przej�cie od wspó³rzêdnych (qe,le) punktu (B,L) powierzchni elipsoidy, do wspó³rzêd-
nych xe,ye p³aszczyzny odwzorowania, dokonuje siê w oparciu o rozk³ad funkcji z³o¿onej na
czê�æ rzeczywist¹

Re w (y�1 (z)) (5)

i czê�æ urojon¹

Im w (y�1(z)). (6)
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Najpierw wyprowadzamy zale¿no�æ

(7)

pamiêtaj¹c i¿
(8)

gdzie: sn(u,k) � oznacza (Byrd, Friedman, 1954) pewn¹ funkcjê argumentu u i parametru k
zwan¹ sinusem eliptycznym Jacobiego.

Korzystamy tu z podstawienia

sin B = sn(u,k). (9)

Nastêpnie przechodzimy od argumentu rzeczywistego u do argumentu zespolonego
z=u+iv.  Doprowadza to do rozdzielenia funkcji

qe + ile = tanh�1 [sn(u + iv)] � ktanh�1 [k sn(u + iv)]         (10)

na czê�æ rzeczywist¹

qe = tanh�1 [sn dn`v] � ktanh�1 [sn u dn`(K � u) tn`v]         (11)

i czê�æ urojon¹

        (12)

Wprowadzamy oznaczenia:
dn�v � pewna funkcja zwana ,,delt¹ amplitudy Jacobiego�� wziêta od modu³u uzupe³niaj¹cego

        (13)

   tangens eliptyczny Jacobiego, zale¿ny od argumentu v i modu³u uzupe³niaj¹-

cego k�,
sn�v, cn�v � sinus i cosinus eliptyczny Jacobiego, zale¿ny od argumentu v i modu³u uzupe³-
niaj¹cego k�,
K � æwieræokres funkcji eliptycznych Jacobiego, zale¿ny od modu³u k powierzchni elipsoidy,
K�� æwieræokres funkcji eliptycznych Jacobiego, zale¿ny od modu³u uzupe³niaj¹cego k�.

Podobnie postêpujemy przy rozk³adzie na czê�æ rzeczywist¹ i czê�æ urojon¹ funkcji
F=w(J).

Bierzemy pod uwagê element ³uku po³udnika

        (14)

tn` v =
sn` v
cn` v
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powierzchni elipsoidy i doprowadzamy go do postaci

        (15)

Przy tym tak¿e wprowadzamy oznaczenia

        (16)

Obustronne ca³kowanie doprowadza nas do wyra¿enia

        (17)

w którym E(K+u) i E(k) oznaczaj¹ (Byrd, Friedman, 1954) tzw. zupe³ne ca³ki eliptyczne
Jacobiego drugiego rodzaju, wziête od odpowiednich swoich argumentów K+u i K.

Wzbogacaj¹c argument u o czê�æ urojon¹, tzn. przyjmuj¹c zamiast u zmienn¹ zespolon¹
(u+iv) znajdujemy

F = xe + iye = a [E(K + u + iv) � E(K)].         (18)

Rozdzielenie funkcji (18) na czê�æ rzeczywist¹ xe i czê�æ urojon¹ ye pozwala na

        (19)

w którym E�(v) oznacza funkcjê E(v) wziêt¹ od modu³u uzupe³niaj¹cego k�.

Zmienne xe i ye oznaczaj¹ ju¿ w uk³adzie ortokartezjañskim p³askim wspó³rzêdne w od-
wzorowaniu Gaussa-Krügera.

Odwzorowanie Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê

Podstaw¹ wyznaczenia odwzorowania Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê jest pewna funkcja

qe = f(qk)         (20)

wi¹¿¹ca szeroko�æ geodezyjn¹ izometryczn¹ elipsoidaln¹ qe z szeroko�ci¹ izometryczn¹ sfe-
ryczn¹ qk powierzchni kuli. Funkcja ta na po³udniku osiowym le= 0 powierzchni elipsoidy
generowana jest przez równo�æ

se(B) = sk(j)         (21)

W równo�ci tej:
se(B) � oznacza d³ugo�æ ³uku po³udnika powierzchni elipsoidy liczon¹ od równika B=0,
sk(j) � d³ugo�æ ³uku po³udnika osiowego sfery o promieniu R liczon¹ od równika  j=0.
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Warto�æ promienia R determinuje równo�æ

        (22)

Lecz j zale¿y od szeroko�ci izometrycznej sferycznej  qk, a parametr B  zale¿y od szero-
ko�ci geodezyjnej izometrycznej elipsoidalnej qe. Zatem na po³udniku osiowym musi zacho-
dziæ uk³ad zale¿no�ci

w(y�1 (qk)) = sk, w(y�1 (qe)) = se         (23)

spe³niaj¹cych równo�æ

w(y�1 (qk)) = w(y�1 (qe)).         (24)

Po zast¹pieniu w niej szeroko�ci izometrycznej qe parametrem zespolonym ze= qe+ile
prawa strona prowadzi do odwzorowania Gaussa-Krügera. Natomiast lewa strona (24), po
zast¹pieniu w niej parametru qk parametrem zespolonym zk=qk+ilk te¿ opisuje pewne odwzo-
rowanie konforemne. W istocie rzeczy mo¿e byæ uto¿samiane z odwzorowaniem poprzecz-
nym Mercatora. W odwzorowaniu tym, pó³o� równikowa a zast¹piona jest parametrem R,
przy jednoczesnym wyzerowaniu warto�ci mimo�rodu k. Odwrócenie wiêc pierwszej z
funkcji, przy za³o¿eniu ¿e sk=se prowadzi do znalezienia argumentu qk z zadanej warto�ci se.

Po wzbogaceniu parametru qk o czê�æ urojon¹ lk, z odwrócenia (24), znajdujemy

        (25)

Zmienna F oznacza punkt (xe,ye), czyli punkt w p³aszczy�nie zmiennej zespolonej  ze=xe,+ye.
Wyznaczenie wspó³rzêdnych qk , lk wystêpuj¹cych w (25) sprowadza siê do rozdzielenia

funkcji na czê�æ rzeczywist¹ i czê�æ urojon¹.
W tym celu  wyprowadzamy zale¿no�æ:

        (26)

a nastêpnie

        (27)

W dalszym ci¹gu (König, 1951) korzystamy z to¿samo�ci

        (28)
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Przyjmuj¹c w=tanh zkl  znajdujemy

        (29)

Zwi¹zek ten mo¿e przyjmowaæ ró¿ne formy. Je¿eli na przyk³ad przyjmiemy, ¿e

        (30)

to otrzymamy

        (31)

Oznacza to tyle, ¿e zachodzi zwi¹zek

        (32)

Ale zachodzi te¿ zwi¹zek

        (33)

bowiem

        (34)

a tak¿e zwi¹zek
        (35)

bowiem

        (36)
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Zwi¹zek

        (37)

wynika z faktu, i¿

        (38)

Wyznaczenie argumentu zk=qk+ilk,wyra¿onego przez zmienne xk=xe, yk=ye, wymaga
(König, Weise, 1951) rozpatrzenia to¿samo�ci

        (39)

wziêtej dla

        (40)

Nastêpnie znajdujemy

        (41)

Je¿eli natomiast przyjmiemy, ¿e

        (42)

to

        (43)

Zatem zachodzi zale¿no�æ

        (44)

Na po³udniku osiowym mamy wiêc

        (45)

a tak¿e
        (46)

Powy¿sze zale¿no�ci (45) i (46) determinuj¹ odwzorowanie poprzeczne Mercatora.
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Siatka kartograficzna w odwzorowaniu Gaussa-Krügera
elipsoidy na sferê

W oparciu o przedstawione wzory odwzorowania Gaussa-Krügera obliczono wspó³rzêd-
ne j,l punktów tworz¹cych siatkê obrazów linii B=const, L=const na sferze. W celu przed-
stawienia uzyskanych wyników na p³aszczy�nie przyjêto nastêpuj¹cy sposób odwzorowania
sfery x=j, y=l. Na rysunku 2 przedstawiono obraz siatki linii parametrycznych B=const,
L=const ca³ej elipsoidy na sferze. W tej skali opracownia przebieg obrazów linii B=const,
L=const wydajê siê, ¿e prawie ca³kowicie pokrywa siê z przebiegiem linii siatki j=const,
l=const. Odstêpstwa s¹ wyra�nie widoczne w okolicach punktów o wspó³rzêdnych B=0°,
L=±90°. W otoczeniu tych punktów wystêpuj¹ pewne osobliwo�ci odwzorowania.

Rys. 2. Obraz siatki linii parametrycznych B=const, L=const ca³ej elipsoidy na sferze
w odwzorowaniu Gaussa-Krügera

W celu przeprowadzenia szczegó³owej analizy przebiegu linii parametrycznych B=const,
L=const w pobli¿u punktów osobliwych odwzorowania, opracowano siatkê kartograficzn¹
obejmuj¹c¹ obszar ograniczony po³udnikami od L=70° do L=90° oraz równole¿nikami od
B=0° do B=5°. Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono przebieg tej siatki na p³aszczy�nie, przyj-
muj¹c do prezentacji nastêpuj¹cy sposób odwzorowania sfery na p³aszczyznê x=j, y=l.

Z rysunku 3 widaæ, ¿e po³udniki i równole¿niki uk³adu wspó³rzêdnych elipsoidalnych
B=const, L=const odwzorowuj¹ siê na pewne krzywe na sferze nie pokrywaj¹ce siê z rów-
nole¿nikami i po³udnikami j=const, l=const sfery. Równika elipsoidalny B=0° odwzorowu-
je siê w sposób nieregularny. W punkcie o d³ugo�ci geodezyjnej L=90°(1 � k)=82,64° roz-
dziela siê na dwie czê�ci stanowi¹c osobliwo�æ odwzorowania. Elipsoida nie odwzorowuje
siê zatem na ca³¹ sferê. W otoczeniu punktów o wspó³rzêdnych B=0°, L=±90°±7,36° wy-
stêpuj¹ osobliwo�ci.
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Rozk³ad zniekszta³ceñ odwzorowawczych
w odwzorowaniu Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê

W odwzorowaniu kartograficznym konforemnym powierzchni elipsoidy na powierzch-
niê kuli

        (47)

o promieniu R spe³niaj¹cym warunek, w którym

        (48)

oznacza szeroko�æ geodezyjn¹ izometryczn¹ elipsoidaln¹ powierzchni elipsoidy, za�

        (49)

izometryczn¹ szeroko�æ sferyczn¹.

Zatem formu³a opisuj¹ca lokaln¹ skalê d³ugo�ci

        (50)

w p³aszczy�nie zmiennej zespolonej ze, daje siê wyraziæ za pomoc¹ zwi¹zku

        (51)

Rys. 3. Obraz siatki linii parametrycznych B=const, L=const na tle siatki j=const, l=const obejmuj¹cy
fragment elipsoidy ograniczonej po³udnikami L=70° i L=90° oraz równole¿nikami B=0° oraz B=5°
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Prawa strona daje siê przedstawiæ w postaci ilorazu

        (52)

w którym

        (53)

oznacza lokaln¹ skalê d³ugo�ci w odwzorowaniu Gaussa-Krügera, za�

        (54)

lokaln¹ skalê d³ugo�ci w odwzorowaniu poprzecznym Mercatora.
Wystêpuj¹ca tu zmienna F, okre�la wspóln¹ dla powierzchni elipsoidy i powierzchni sfery

zespolon¹ d³ugo�æ ³uku po³udnika se=sk.

Pochodn¹       obliczamy wed³ug relacji

        (55)

Natomiast pochodn¹        przez analogiê do powy¿szego.

Stosuj¹c powy¿sze wzory wyznaczono stan rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych
w odwzorowaniu Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê. Na rysunku 4 przedstawiono izoskale
d³ugo�ci w tym odwzorowaniu.

H
G]
G)

NG]
G)

Rys. 4. Rozk³ad zniekszta³ceñ odwzorowawczych w odwzorowaniu Gaussa-Krügera elipsoidy na sferê
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Z analizy uzyskanych wyników dotycz¹cych rozk³adu zniekszta³ceñ wynika, ¿e izome-
trycznie odwzorowuj¹ siê nastêpuj¹ce linie: po³udnik osiowy L=Lo, po³udnik L=Lo+180° oraz
dwie krzywe o sinusoidalnym kszta³cie, symetryczne wzglêdem równika. Krzywe te przeci-
naj¹ równik w punktach o d³ugo�ciach geograficznych L=Lo±90°±7,36°. W wyniku przeciê-
cia linii odwzorowuj¹cych siê izometryczne otrzymujemy cztery punkty, których otoczenia
tworz¹ podobszary charakteryzuj¹ce siê niewielkimi zniekszta³ceniami odwzorowawczymi.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono nowe podej�cie do odwzorowania Gaussa-Krûgera elipsoidy
na sferê. Odwzorowanie to definiuje siê jako konforemne odwzorowanie elipsoidy na sferê z
wybranym po³udnikiem elipsoidalnym odwzorowuj¹cym siê izometrycznie na po³udnik sfe-
ry. Opisane odwzorowanie realizowane jest w dwóch zasadniczych etapach. Pierwszy etap
to odwzorowanie Gaussa-Krûgera elipsoidy na p³aszczyznê, drugi etap polega na zastosowa-
niu poprzecznego odwzorowania Mercatora sfery w p³aszczyznê w aspekcie odwrotnym.
Do wyprowadzenia funkcji odwzorowawczych wykorzystano aparat ca³ek eliptycznych
Jacobiego. Takie podej�cie pozwala na odwzorowanie ca³ej elipsoidy na sferê oraz dok³adne
okre�lenie w³asno�ci i osobliwo�ci tego odwzorowania.

Przedstawione odwzorowanie mo¿e znale�æ zastosowanie, stanowi¹c jeden z etapów
po�rednich, m.in. jako podstawa tworzenia nowych odwzorowañ kartograficznych elipso-
idy w p³aszczyznê, z³o¿onych z kilku odwzorowañ cz¹stkowych.

Literatura

Balcerzak J., Panasiuk J., 2003: Analytical description of Gauss-Krûger projection in spheroidal and sphero-
idal-and-spheroidal versions, Geodezja i Kartografia, t. LII, z. 4, Warszawa.

Byrd P.F., Friedman M.D., 1954: Handbook of elliptic integrals for engineers and physicist, Springer-Verlag, Berlin.
Kõnig R., Weise K., 1951: Matematische Grundlagen der Hõheren Geodäsie und kartographie, Berlin.

Abstract

The paper presents the method of the Gauss-Krüger projection of an ellipsoid onto a sphere, i.e. such
conformal projection of an ellipsoid onto a sphere, for which the selected central meridian is projected
without linear deformations. This is a complex projection, which consists of several partial projec-
tions. The most important stage is the conceptual Gauss-Krüger projection of an auxiliary surface,
and then the use of the transverse Mercator projection of the corresponding area of a plane onto a
sphere of the appropriately selected radius. The developed method allows for conformal projection of
the entire ellipsoid, with maintenance of equi-distance of the central meridian. Performed numerical
analyses proved that meridians L =const and parallels B=const of the ellipsoid do not overlap with
meridians l=const and parallels j=const of the sphere. Values of deviations depend on the value of the
ellipsoid flattening. For the Earth ellipsoid those values are not big, but it should be realised that they
occur. Bigger deviations occur around peculiar points of the Gauss-Krüger projection. For those
places the curvature of meridians, as well as parallels, is clearly visible. Although the proposed
method has theoretical value, it may also be practically applied in some cases.
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