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Odwzorowanie Gaussa-Kriigera elipsoidy na sfere
jako odwzorowanie zlozone

Odwzorowanie Gaussa-Kriigera elipsoidy na sferg jest odwzorowaniem konforemnym,
w ktorym wybrany potudnik elipsoidy odwzorowuje si¢ bez znieksztalcen na potudnik sfery.
Odwzorowanie takie moze by¢ zrealizowane jako odwzorowanie ztozone z czastkowych
odwzorowan konforemnych, mianowicie odwzorowania Gaussa-Kriigera calej elipsoidy na
plaszczyzng, a nastgpnie odwzorowania ptaszczyzny na sferg za pomoca odwrotnego od-
wzorowania poprzecznego Mercatora (rys. 1).

Rys. 1. Odwzorowanie Gaussa-Kriigera jako odwzorowanie ztozone
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Odwzorowanie Gaussa-Kriigera elipsoidy na plaszczyzng
z zastosowaniem calek eliptycznych Jacobiego

Uzyskanie obrazu catej elispsoidy na ptaszczyznie wymaga zastosowania specjalnych metod.
W niniejszej pracy etap ten zrealizowany zostat w oparciu o aparat catek eliptycznych Jaco-
biego. Ponizej, na podstawie (Balcerzak, Panasiuk, 2003) przedstawiono zastosowang meto-
de w zarysie.

Odwzorowanie Gaussa-Kriigera jest odwzorowaniem konforemnym catej elipsoidy ob-
rotowej sptaszczonei
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Przejscie od wspotrzednych (g,,/,) punktu (B,L) powierzchni elipsoidy, do wspotrzed-
nych x,y, plaszczyzny odwzorowania, dokonuje si¢ w oparciu o rozktad funkcji ztozonej na
czg$¢ rzeczywista
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Najpierw wyprowadzamy zaleznos¢

1 (1+smB kln(lJrksinB):

1 —sinB 1 —ksinB )
= tanh~![sn(u, k)] — ktanh~ [k sn(u. k) ]
pamietajac iz
tanhI(sin(B)) = L In ( 1+ :Eg )

gdzie: sn(u,k) — oznacza (Byrd, Friedman, 1954) pewna funkcj¢ argumentu « i parametru k&
zwang sinusem eliptycznym Jacobiego.

Korzystamy tu z podstawienia
sin B = sn(uk). 9

Nastgpnie przechodzimy od argumentu rzeczywistego # do argumentu zespolonego
z=u+iv. Doprowadza to do rozdzielenia funkcji

ge + il, = tanh™" [sn(u + iv)] — ktanh™! [k sn(u + iv)] (10)
na czes$¢ rzeczywistg
ge = tanh™! [sn dn'v] — ktanh™! [sn u dn*(K — ) tn'v] (11)
i czgs¢ urojong
— tan-] tn'v -1 e
= = = . 12
i Ln(K_H) } ktan—[ksn(K — u)tm'v] (12)

Wprowadzamy oznaczenia:
dn’v —pewna funkcja zwana ,,delta amplitudy Jacobiego™ wzigta od modutu uzupetniajacego

K =4J1-k, (13)

o ‘; tangens eliptyczny Jacobiego, zalezny od argumentu v i modutu uzupetniaja-

tn"v=
cego k’,
sn’v, cn’v — sinus i cosinus eliptyczny Jacobiego, zalezny od argumentu v i modutu uzupet-
niajacego £,

K —¢éwiercokres funkcji eliptycznych Jacobiego, zalezny od modutu k£ powierzchni elipsoidy,
K- ¢wiercokres funkcji eliptycznych Jacobiego, zalezny od modutu uzupetniajacego &’.

Podobnie postgpujemy przy rozktadzie na czes¢ rzeczywisty i czgs$¢ urojong funkcji

F=w(9).
Bierzemy pod uwage element tuku potudnika

a(l — k?)
(ST-*sw’B )’

ds, = MdB = dB (14)
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powierzchni elipsoidy i doprowadzamy go do postaci

dse = Lﬁ” = adn’(K + u)du. (15)
dn-u

Przy tym takze wprowadzamy oznaczenia

cosB =cnu, sn(K —u)= %, dB = (dnu)du. (16)

Obustronne catkowanie doprowadza nas do wyrazenia

Se =a [dnz(KJr u)d(K + u) = aE(K+ u) — ak, 17
0

w ktérym E(K+u) i E(k) oznaczajq (Byrd, Friedman, 1954) tzw. zupetne calki eliptyczne
Jacobiego drugiego rodzaju, wzigte od odpowiednich swoich argumentow K+u i K.

Wzbogacajac argument u o c¢zg$¢ urojong, tzn. przyjmujac zamiast # zmienng zespolona
(u+iv) znajdujemy

F=x,+iy,=a[EK +u+ iv)— E(K)]. (18)

Rozdzielenie funkcji (18) na czgs$¢ rzeczywista x, i cze$¢ urojong y, pozwala na

X k2 snucnudnu
— = E(u) - - = .
dn“u+(dnv)" -1
e e e (19)
(k') sn'ven'vdn v
dnlu+ (dn'v)* =1~
w ktorym E’(v) oznacza funkcje E(v) wzigta od modutu uzupehiajacego &’

% =v—E'(")+

Zmienne x, i y, oznaczaja juz w ukfadzie ortokartezjanskim ptaskim wspétrzedne w od-
wzorowaniu Gaussa-Kriigera.

Odwzorowanie Gaussa-Kriigera elipsoidy na sfere

Podstawa wyznaczenia odwzorowania Gaussa-Kriigera elipsoidy na sferg jest pewna funkcja

q, =gy (20)

wigzgca szeroko$¢ geodezyjna izometryczna elipsoidalng g, z szerokoscia izometryczng sfe-
ryczng g, powierzchni kuli. Funkcja ta na potudniku osiowym /,= 0 powierzchni elipsoidy
generowana jest przez réwnosé

$,(B) = 5,(¢) 2D
W réwnosci tej:
s,(B) — oznacza dtugos¢ tuku potudnika powierzchni elipsoidy liczong od rownika B=0,
s,(@) — dlugos¢ tuku potudnika osiowego sfery o promieniu R liczong od réwnika ¢=0.
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Warto$¢ promienia R determinuje rownos¢
JE s T
REL =s.( L) (22)

Lecz ¢ zalezy od szerokos$ci izometrycznej sferycznej g,, a parametr B zalezy od szero-
kosci geodezyjnej izometrycznej elipsoidalnej g,. Zatem na potudniku osiowym musi zacho-
dzi¢ uktad zalezno$ci

w(y (@) = s, Wy (q,) = s, (23)
spetniajacych rownosé
w(y! () = wy" @) (24)

Po zastapieniu w niej szerokosci izometrycznej g, parametrem zespolonym z = g,+il,
prawa strona prowadzi do odwzorowania Gaussa-Kriigera. Natomiast lewa strona (24), po
zastapieniu w niej parametru g, parametrem zespolonym z, =g, +il, tez opisuje pewne odwzo-
rowanie konforemne. W istocie rzeczy moze by¢ utozsamiane z odwzorowaniem poprzecz-
nym Mercatora. W odwzorowaniu tym, potos rownikowa a zastagpiona jest parametrem R,
przy jednoczesnym wyzerowaniu warto$ci mimosrodu k. Odwrdcenie wigc pierwszej z
funkcji, przy zatozeniu ze s, =s, prowadzi do znalezienia argumentu g, z zadanej wartosci s,.

Po wzbogaceniu parametru g, o c¢z¢s¢ urojona /,, z odwrdcenia (24), znajdujemy

zkzqk+ffk:1ntan(%+%). (25)

Zmienna F oznacza punkt (x,y,), czyli punkt w plaszczyznie zmiennej zespolonej z,=x,, +y,.

Wyznaczenie wspotrzednych g, , [, wystepujacych w (25) sprowadza si¢ do rozdzielenia
funkcji na czgs¢ rzeczywista i cze$¢ urojona.

W tym celu wyprowadzamy zalezno$¢:

. %+§

T F )_ Sln(f) B l—cos(%.g_%)
_ cos(ﬁ) 1+cos(% +%)

- (26)

anastepnie

[(ezi)2 - (&%)? sin(%) = 1+sin(%)] = [sin(%) = Zij ; - = ta:nhzk}. 27

W dalszym ciagu (Konig, 1951) korzystamy z tozsamosci

arcsinw = % ln(z’w +J1+w? ) (28)
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Przyjmujac w=tanh z,, znajdujemy

SO | : : L | e isinhzpz+1 7 _
{? = L o[ ttanhz, + fT— (anhze)” | = iln[icoshzk ]_
_ ilnl: isin(izy) + 1 :I _ Lln 1 + sin(izy) _

i cos(izx) i Jm

= oo S =R o}
= (st (F550)

Zwiazek ten moze przyjmowac rozne formy. Jezeli na przyktad przyjmiemy, ze

B tan( g zzk ) 1 + sin(izy) _ L (30)
: 4 2 1 — sin(iz;)

to otrzymamy

(29)

F
E— - - -
R _E-1 em_q . nf ZE Y = (zzk) (3D
2 T OE+1l 0 e 41 =t (2>_ 2

Oznacza to tyle, ze zachodzi zwigzek
Ik Y _ F
anh (5 ) = n( 4z ). (32)

Ale zachodzi tez zwigzek

: _ F
sinhz; = tan( £}, (33)
bowiem )
2 tan( ZE
sin(izy) = isinhz; = = = tanh| i = itan
1 + tanh? zi_k) ( ) ( ) (34)
a takze zwiagzek
L F (35)
coshz; COS( R )’
bowiem

1 _ 1 .
Z

K) 1 tanh;(ié ) = cosh(z’%) =cos(%>. (36)

cos(izy) ~ coshzp l—tanz(z
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Zwiazek

tanhz; = sin(%), (37)
wynika z faktu, iz

tan(izy) = itanhzy = isin(%) - sinh(z%). (38)

Wyznac;eme argumentu zk=gk+ilk,wyra29nego przez zmienne x,=x, y,=y,, wymaga
(Konig, Weise, 1951) rozpatrzenia tozsamosci

i 2 inh 2§
Intan = —arctanh| S9S52%_ | iarctan(u), (39)
cosh2y sin2x
wzietej dla
ns A et o 0T F _ R’ X Ye pe ol X o_ Ye
(z-x+zj.—?+ﬁ—4+ §+3R)j(2x_7+?e’2'_?)' (40)
Nastepnie znajdujemy
sm( = ) smh(%’)
Z = gp + il = arctanhy ——4 < | 4jarctany —2 | =
cosh(Jg ) cos(%)
(41)
. Xz F _],-'e
sin{ =% sinh{ —
= tanhqkz—( ?"9) . tanfk:—(f)
cosh(?) cos(%)
Jezeli natomiast przyjmiemy, ze
- .z [ ) n 2
[z:%+1%:(%—%)+z%}ﬁ{Zx:%—fk,b‘:qk}, 42)
to
Eo_xe e _ sith g sinly
7= & tig arctan( = >+zarctanh( iR ) (43)
Zatem zachodzi zaleznos¢
Xy _ sinhge _ Ye sinly  _
tan( R ) T ocosly cosfk ( ) ~ coshgp sanize0sg. (44)
Na potudniku osiowym mamy wigc
k .
tanh(%) = tan(%) tanh gy = sing, (45)
a takze
1 (46)

sinhg; = tang, = cos Q.

coshg;

Powyzsze zaleznosci (45) i (46) determinuja odwzorowanie poprzeczne Mercatora.
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Siatka kartograficzna w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera
elipsoidy na sfere

W oparciu o przedstawione wzory odwzorowania Gaussa-Kriigera obliczono wspotrzed-
ne ¢,A punktow tworzacych siatke obrazoéw linii B=const, L=const na sferze. W celu przed-
stawienia uzyskanych wynikoéw na ptaszczyznie przyjeto nastepujacy sposéb odwzorowania
sfery x=¢, y=A. Na rysunku 2 przedstawiono obraz siatki linii parametrycznych B=const,
L=const calej elipsoidy na sferze. W tej skali opracownia przebieg obrazéw linii B=const,
L=const wydaj¢ si¢, ze prawie catkowicie pokrywa si¢ z przebiegiem linii siatki ¢p=const,
A=const. Odstepstwa sa wyraznie widoczne w okolicach punktéw o wspotrzednych B=0°,
L=£90°. W otoczeniu tych punktéw wystepuja pewne osobliwosci odwzorowania.

90°
(e}
50
N
<> 0°
500
o
B=-90
(8] [ (6] o
‘o o) °g Q o Q °n °g °Q
3 o] 3 D o S D @
A < < | -~ -~

L=

Rys. 2. Obraz siatki linii parametrycznych B=const, L=const calej elipsoidy na sferze
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera

W celu przeprowadzenia szczegdtowej analizy przebiegu linii parametrycznych B=const,
L=const w poblizu punktow osobliwych odwzorowania, opracowano siatke kartograficzng
obejmujacg obszar ograniczony potudnikami od L=70° do L=90° oraz réwnoleznikami od
B=0° do B=5°. Na rysunkach 2 i 3 przedstawiono przebieg tej siatki na ptaszczyznie, przyj-
mujac do prezentacji nastgpujacy sposéb odwzorowania sfery na ptaszczyzng x=¢, y=A.

Z rysunku 3 widaé, ze potudniki i réwnolezniki uktadu wspotrzednych elipsoidalnych
B=const, L=const odwzorowuja si¢ na pewne krzywe na sferze nie pokrywajace si¢ z row-
noleznikami i potudnikami @=const, A=const sfery. Rownika elipsoidalny B=0° odwzorowu-
je sie w sposdb nieregularny. W punkcie o dtugosci geodezyjnej L=90°(1 — k)=82,64° roz-
dziela si¢ na dwie czesci stanowiac osobliwos¢ odwzorowania. Elipsoida nie odwzorowuje
si¢ zatem na calg sfere. W otoczeniu punktow o wspotrzednych B=0°, L=£90°+7,36° wy-
stepuja osobliwosci.



BADANIE WEASNOSCI METRYCZNYCH ODWZOROWANIA GAUSSA-KRUGERA ELIPSOIDY NA SFERE 15

0 90
L=70° . o 8264 85° 50

50 4(‘,
4o = 30

3° i k f:
2° —= B=0
10 /A//
RS

A=70° 750 80° 85° 900

Rys. 3. Obraz siatki linii parametrycznych B=const, L=const na tle siatki p=const, A=const obejmujacy
fragment elipsoidy ograniczonej potudnikami L=70° i L=90° oraz réwnoleznikami B=0° oraz B=5°

Rozklad znieksztalcen odwzorowawczych
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera elipsoidy na sfere

W odwzorowaniu kartograficznym konforemnym powierzchni elipsoidy na powierzch-
nie kuli

T =1(p.lx) = [Rcospcosly, Rcospsinly, Rsing],

47
[, = A —Ap Ap = const, “7)
(0d) € ar={lo.1): 9 e (~5.5 )4 € )}
o promieniu R spelniajacym warunek, w ktérym
B
M(t) (48)
=| = ——dt= B
qe n[ N(t)cost velB)
oznacza szeroko$¢ geodezyjng izometryczng elipsoidalng powierzchni elipsoidy, zas
?
. dt  _
ax = [ <2 = y(o), (49)
0
izometryczna szerokos$¢ sferyczna.
Zatem formuta opisujaca lokalng skalg dtugosci
- _ dr
g dE (50)
7|
w plaszczyznie zmiennej zespolonej z,, daje si¢ wyrazi¢ za pomocg zwigzku
- Rcosp | dz; | Rcose | dzy JF 51)
=M= NcosB dz. | NcosB | dF dz, |
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Prawa strona daje si¢ przedstawi¢ w postaci ilorazu

u= 1 1 dF | _ Hck
NcosB | dz, Upar”? -
Rcos @ ‘ dzy ‘ (52)
w ktorym
__ 1 |4dF
HGK = FNcosE dz, (3)
oznacza lokalna skalg dtugosci w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera, zas
L (54)

Hpy = TosS @ E

lokalng skalg¢ dlugosci w odwzorowaniu poprzecznym Mercatora.
Wystepujaca tu zmienna £, okresla wspolna dla powierzchni elipsoidy i powierzchni sfery
zespolona dugos¢ fuku potudnika s, =s,.

Pochodna 3—F obliczamy wedtug relacji
Z@

dF _ dF d N(B)COSB B - s .
=" dzfe =MBY——~— V() =N(B)cos(BydlaB=B1+iBy. (55

dF
Natomiast pochodna 4, przez analogi¢ do powyzszego.
k

Stosujac powyzsze wzory wyznaczono stan rozktadu znieksztalcen odwzorowawczych
w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera elipsoidy na sferg. Na rysunku 4 przedstawiono izoskale
dtugosci w tym odwzorowaniu.

T T T 900
09999 -
| t-0.999 ..
0998 50°

1000}

0o
= 500
0.999
[
0.9999 .
L B=-90
S ‘o °o o) ‘o ) %9 °o °S
g8 B3 g 3 3 g 3 e

L=

Rys. 4. Rozktad znieksztatcen odwzorowawczych w odwzorowaniu Gaussa-Kriigera elipsoidy na sferg
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Z analizy uzyskanych wynikow dotyczacych rozkladu znieksztatcen wynika, ze izome-
trycznie odwzorowuja si¢ nastepujace linie: potudnik osiowy L=L , potudnik Z=L +180° oraz
dwie krzywe o sinusoidalnym ksztalcie, symetryczne wzgledem réwnika. Krzywe te przeci-
najg rownik w punktach o dtugosciach geograficznych L=L +90°+7,36°. W wyniku przecig-
cia linii odwzorowujacych si¢ izometryczne otrzymujemy cztery punkty, ktorych otoczenia
tworza podobszary charakteryzujace si¢ niewielkimi znieksztatceniami odwzorowawczymi.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono nowe podejscie do odwzorowania Gaussa-Krigera elipsoidy
na sferg. Odwzorowanie to definiuje si¢ jako konforemne odwzorowanie elipsoidy na sfer¢ z
wybranym potudnikiem elipsoidalnym odwzorowujacym si¢ izometrycznie na potudnik sfe-
ry. Opisane odwzorowanie realizowane jest w dwdch zasadniczych etapach. Pierwszy etap
to odwzorowanie Gaussa-Krigera elipsoidy na plaszczyzne, drugi etap polega na zastosowa-
niu poprzecznego odwzorowania Mercatora sfery w plaszczyzne w aspekcie odwrotnym.
Do wyprowadzenia funkcji odwzorowawczych wykorzystano aparat catek eliptycznych
Jacobiego. Takie podejscie pozwala na odwzorowanie catej elipsoidy na sferg oraz doktadne
okreslenie wlasnosci i osobliwos$ci tego odwzorowania.

Przedstawione odwzorowanie moze znaleZ¢ zastosowanie, stanowiac jeden z etapow
posrednich, m.in. jako podstawa tworzenia nowych odwzorowan kartograficznych elipso-
idy w plaszczyzne, zlozonych z kilku odwzorowan czastkowych.
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Abstract

The paper presents the method of the Gauss-Kriiger projection of an ellipsoid onto a sphere, i.e. such
conformal projection of an ellipsoid onto a sphere, for which the selected central meridian is projected
without linear deformations. This is a complex projection, which consists of several partial projec-
tions. The most important stage is the conceptual Gauss-Kriiger projection of an auxiliary surface,

and then the use of the transverse Mercator projection of the corresponding area of a plane onto a
sphere of the appropriately selected radius. The developed method allows for conformal projection of
the entire ellipsoid, with maintenance of equi-distance of the central meridian. Performed numerical
analyses proved that meridians L =const and parallels B=const of the ellipsoid do not overlap with

meridians [=const and parallels j=const of the sphere. Values of deviations depend on the value of the

ellipsoid flattening. For the Earth ellipsoid those values are not big, but it should be realised that they
occur. Bigger deviations occur around peculiar points of the Gauss-Kriiger projection. For those

places the curvature of meridians, as well as parallels, is clearly visible. Although the proposed
method has theoretical value, it may also be practically applied in some cases.
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