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Ogolne wlasnosci odwzorowan rownopolowych

Odwzorowania rownopolowe posiadaja wiele ciekawych wiasnosci metrycznych. Podsta-
wowg ich wlasnoscia jest zachowanie po6l powierzchni, tzn. wartosci pdl powierzchni figur
oryginatu sg rowne wartosciom pdl powierzchni odpowiednikéw topologicznych (obrazo-
wych) tych figur w plaszczyznie odwzorowania. W odwzorowaniach réwnopolowych nie
bedacych odwzorowaniami geodezyjnymi!, obrazem figury geodezyjnej w plaszczyznie od-
wzorowania jest pewna figura krzywoliniowa. Nalezy zdawa¢ sobie sprawe, ze mimo wtasno-
$ci réwnopolowosci takich odwzorowan, pole powierzchni wieloboku utworzonego przez
odpowiedniki redukcyjne, tj. odcinki linii prostych na ptaszczyznie obrazu, nie jest réwne polu
powierzchni odpowiadajacego mu wieloboku geodezyjnego na powierzchni oryginatu.

Inng wlasnoscia odwzorowan rownopolowych jest to, ze w kazdym punkcie plaszczy-
zny obrazu ekstremalne skale znieksztatcen dlugosci sa wzajemnymi odwrotnos$ciami:

m=— (1)

n

gdzie: m,n — ekstremalne skale znieksztatcen dlugosci w kierunkach gtéwnych.

I Odwzorowania geodezyjne to takie odwzorowania kartograficzne, w ktorych linie geodezyjne po-
wierzchni oryginatu odwzorowuja si¢ na linie geodezyjne w plaszczyznie obrazu.
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Badajac rozktad znieksztalcen dlugosci ograniczymy si¢ wiec do okreslania jednej ze skal
ekstremalnych.
Maksymalne znieksztatcenia katowe okreslamy z wzoru:

O =2 arctan(; (m— n)j 2)

Analiza rozkladu znieksztalcen odwzorowawczych
w wybranych odwzorowaniach rownopolowych

W rozdziale tym zaprezentowane zostang wyniki analiz znieksztalcent odwzorowawczych
w wybranych odwzorowaniach réwnopolowych. Przedstawione zostang zarowno typowe
odwzorowania kartograficzne stosowane powszechnie w systemach informacji geograficz-
nej, jak i odwzorowania kartograficzne opracowane w oparciu o kryteria minimalizacji znie-
ksztalcen odwzorowawczych. Stosowne odwzorowania wyznaczono dla obszaru Polski
oraz wojewddztwa mazowieckiego.

Odwzorowanie walcowe elipsoidy w plaszczyzne

W odwzorowaniu walcowym elipsoidy funkcje odwzorowawcze (Snyder, 1987) maja
nastgpujaca postac:

F'= [x = %RZ sin B(B), y = kL]
k=N,cosB,

stinﬁ(B):{az(]_ez)( sin B 1 lnl+esinBﬂ

T a T 5T .
2 l-e“sin“B 2e 1l-esinB

3)

R(l)( ! +llnl+ej

2 l-e* 2e l-e

NcosB
m:
k

Znieksztatcenia odwzorowawcze dtugosci w takim odwzorowaniu sa stosunkowo duze.
Dla obszaru Polski maksymalne znieksztalcenia dtugosci wnoszg ok. 70 m/km na potudniu i
pohocy kraju. Maksymalne znieksztalcenia katowe wynosza ok. 8°. Natomiast dla woje-
wodztwa mazowieckiego znieksztatcenia dtugosci wynosza 30 m/km, a znieksztalcenia ka-
tow 3,5°.
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Odwzorowanie azymutalne normalne elipsoidy w plaszczyzne
W odwzorowaniu azymutalnym funkcje odwzorowawcze maja postac:

F'=[x=pcosL, y=psinL]

p= 2Rsin(45°— g)

= L P
2 l—e* 2e l-e

Rz_az(l—ez)( R l+ej (4)

a(l-e)f’( sinB 1 l+esinB
sin S(B) = +—1In
&) { 2R* \l-eé’sin®B 2e 1-esinB

m=p = NcosB
=, =———F———
2Rsin(ﬂ—'gj

4 2

Znieksztatcenia odwzorowawcze dtugosci w tym odwzorowaniu sg nieco mniejsze niz

w odwzorowaniu walcowym. Dla obszaru Polski maksymalne znieksztatcenia dtugosci
wynoszg ok. 67 m/km na potudniu i p6éinocy kraju. Maksymalne znieksztalcenia katowe
wynoszg ok. 7,4°. Natomiast dla wojewodztwa mazowieckiego znieksztalcenia dlugosci
wynosza 57 m/km, a znieksztalcenia katow 6,8°.
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wojewddztwa mazowieckiego

Odwzorowanie sinusoidalne Sansona elipsoidy w plaszczyzne

W odwzorowaniu Sansona funkcje odwzorowawcze majg nastgpujaca postac:
7'=[x=8(B), y = NLcos B] )

gdzie: S — dlugos¢ tuku potudnika, N — promien przekroju poprzecznego elipsoidy,

skale parametryczne

w, =V1+L’sin> By, =1

skala ekstremalna

m:l(\/4+L2 sinzB+\LsinB\)
2

Znieksztalcenia odwzorowawcze dlugosci w tym odwzorowaniu sa o potowe mniejsze
niz w odwzorowaniu walcowym. Dla obszaru Polski maksymalne znieksztalcenia dtugosci
wynoszg ok. 35 m/km na potudniu i pdétnocy kraju. Maksymalne znieksztalcenia katowe
wynoszg ok. 4°. Natomiast dla wojewodztwa mazowieckiego znieksztalcenia dlugosci wy-
nosza 14 m/km, a znieksztatcenia katéw 1,6°.
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Odwzorowanie Bonne’a
Odwzorowanie Bonne’a elipsoidy w ptaszczyzng ma postac:
= ¥, .
F'=|x=—2——pcosd,y =psind (6)
sin B,
"
p=—"—+5(B,)-S
sin B,
rd
o=—
Yo,
r=Ncos B

ry = N(B(])COS B,

gdzie: S (B)— dtugos¢ tuku potudnika, N — promien przekroju poprzecznego,

skale parametryczne

My = ! tang = L(sin B—FJ u, =1
cosg

skale ekstremalne

m:%(,//1¢2+3 +,/,u(/,2—lj
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23°

Rys. 7. 1zoskale dtugosci w odwzorowaniu Bonne’a Rys. 8. Izoskale dtugosci w odwzorowaniu
Polski Bonne’a wojewddztwa mazowieckiego

Znieksztalcenia odwzorowawcze dlugosci w tym odwzorowaniu sg znacznie mniejsze niz
w poprzednio zaprezentowanych odwzorowaniach. Dla obszaru Polski maksymalne znieksztal-
cenia dtugosci wynosza ok. 1 m/km. Maksymalne znieksztalcenia katowe wynosza ok. 6.
Natomiast dla wojewodztwa mazowieckiego znieksztalcenia dtugosci wynosza 10 cm/km,
a znieksztalcenia katoéw 41,2”.

Odwzorowania stozkowe wyznaczone wg kryterium Kawrajskiego

Odwzorowania stozkowe elipsoidy w ptaszczyzng mozemy zapisa¢ w nastepujacej po-
staci:

x=q(B,,c)— p(B,c)cos|c(L— L
F,:[ 4(B.c) = p(B.c)cosle( oﬂ}ce(m) %
y= p(B,c)sm[c(L -L, )]
gdzie:
L, — ustalona wartos¢ parametru L, dtugos¢ geodezyjna potudnika osiowego,
B, — ustalona wartos¢ parametru B,
¢ — parametr, tzw. stala odwzorowania stozkowego, przy czym stata ¢ zawiera si¢
w przedziale (0,1).

p= 25 -25(8)
C C

a’*(1-e%) sin B 1
> +—1In
2e l-e“sin“ B 2e

S(B) =

1+esin B
1—esin B
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State C oraz ¢ wyznaczono na podstawie kryterium Kawrajskiego:
'uL‘B:BS :'UL‘B:BA =H

gdzie:

4, — skala dtugosci w kierunku réwnoleznika,

Bgoraz B, — szerokosci geograficzne skrajnych rownoleznikow danego obszaru,
B, — taka wartos¢ B, dla ktorej M, w zaleznosci od B — osigga minimum.

N,*cos® B,S(Bg)—- N> cos® ByS(B, )
N,*cos® B, — N’ cos® B

C:
c:l N, cosB, N,cosB,
2\/[C_S(BN)] [C_S(Bo)]

__dp_
MdB

B

dS(B)
dp _ dB

dB . [2¢ 25(B)
c C

W odwzorowaniach stozkowych opracowanych wg kryteriow Kawrajskiego izoskale
majq postac¢ tukow okregdw rownolegtych do obrazéw réwnoleznikéw. Maksymalne znie-
ksztatcenia dtugosci wystgpuja na potudniu i poétnocy Polski i wynoszg ok. +60 cm/km.
Maksymalne znieksztalcenia katdw wynosza ok. 4’. Natomiast dla wojewodztwa mazowiec-
kiego znieksztatcenia dtugosci wynosza 10 cm/km, a znieksztatcenia katow 41,2”.
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Odwzorowanie zlozone

Proponowane odwzorowanie sktada si¢ dwoch odwzorowan czastkowych. Pierwsze, to
odwzorowanie rownopolowe elipsoidy na sferg:

o(B)= arcsin{azgl;ez){ sinf 1 ln(HeSinBﬂ}’ A=1L (®)

1-¢’sin®B 2 \l—esinB
0 promieniu R wyznaczonym z rownania
2
(R?) ~(Ncos* B R —%cf (1-&) {—I_Zinsii; i +iln[—tzzzg H =0
Drugie, to odwzorowanie uko$ne azymutalne Lamberta o promieniu R:
r'= [p cosa, psin a] )

p=2R sin(45° - zj

sin & = sin gsin @, + cos g cos @, cos(A - A;)

cos psin(A— 1)

tan(a - O:N) =— -
sin @ cos @, —cos @sin @, cos(/1 - /1G)
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Rys 11. Izoskale dlugosci Rys. 12. [zoskale dtugosci w odwzorowaniu

w odwzorowaniu ztozonym réwnopolowym Polski ztozonym wojewodztwa mazowieckiego
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W odwzorowaniu Polski ztozonym z odwzorowania réwnopolowego elipsoidy na sfere
oraz sfery na ptaszczyzne uzyskujemy maksymalne znieksztatlcenia odwzorowawcze rzedu
ok. 55 ecm/km. Rozktad znieksztalcen w tym odwzorowaniu ilustruje rysunek 11. Znieksztat-
cenia katow wynosza ok. 3,4’. Natomiast dla wojewodztwa mazowieckiego znieksztalcenia
dtugosci wynosza 8 cm/km, a znieksztatcenia katow 33”.

Analiza wplywu znieksztalcen odwzorowawczych
na wartos¢ wyznaczanych pol powierzchni wielobokow

W opisanych w poprzednim rozdziale odwzorowaniach przeprowadzono obliczenia pdl
powierzchni wielobokéw. Wieloboki utworzono w oparciu o wspolrzedne punktoéw lezacych
na granicy Polski. Obliczenia wykonano dla 5 wielobokéw, w ktérych $rednie odleglosci
pomigdzy wierzchotkami wyniosly odpowiednio 9 km, 2 km, 1 km, 0,5 km i 0,3 km. W
tabeli 1 zamieszczono wyniki obliczen pol powierzchni wielobokéw w poszczegolnych od-
wzorowaniach rownopolowych oraz w uktadzie ,,1992”.

Tabela 1. Wyniki obliczen pdl powierzchni wielobokéw w wybranych odwzorowaniach kartograficznych

Polski
Odwzorowanie | Znieksztal Pole Pole Pole Pole Pole
cenia powierzchni 1 powierzchni 2 powierzchni 3 powierzchni 4 powierzchni 5

dlugosci [n] ] [m’] [m’] [n]
Walcowe 70 mkm | 312 554 066 331|312 556 115 161|312 556 217 604 | 312 556 243 215|312 556 249 618
Azymutalne 67 mkm | 312 557 210 821|312 556 311 694 | 312 556 266 737|312 556 255 498|312 556 252 689
Sansona 35 mkm | 312 550 778 174|312 555 909 656 | 312 556 166 228 | 312 556 230 371|312 556 246 407
Bonne'a Imkm | 312 555 647 854|312 556 214 009 | 312 556 242 316|312 556 249 393|312 556 251 163
Kawrajskiego 60 cvkm | 312 555 691 970 | 312 556 216 766| 312 556 243 005 | 312 556 249 565 | 312 556 251 206
Zlozone 55 cvkm | 312 555 667 747 | 312 556 215 251|312 556 242 627| 312 556 249 471|312 556 251 182
Uklad 92 70 cvkm | 312 351 252 481 312 351 602 881|312 351 620 401| 312 351 624 781|312 351 625 877

Wykonano réwniez obliczenia dla wieloboku utworzonego w oparciu o wspétrzedne punk-
tow lezacych na granicy wojewodztwa mazowieckiego. Srednie odlegtosci pomiedzy punk-
tami wyniosty 0,5 km. W tabeli 2 zamieszczono wyniki obliczen pdl powierzchni wielobo-
kéw w poszezegdlnych odwzorowaniach réwnopolowych oraz w uktadzie ,,1992” i ,,2000”.

Na podstawie uzyskanych wynikéw mozemy zauwazy¢ kilka wystepujacych prawidto-
wosci. Przy wigkszych odlegtosciach migdzy wierzchotkami wystepuja wieksze rozbiezno-
$ci pomiedzy obliczonymi wartosciami pdl powierzchni. Wynika to z niegeodezyjnosci od-
wzorowan kartograficznych.

Im mniejsze odlegltosci i mniejsze znieksztatcenia, tym wplyw niegeodezyjnosci odwzo-
rowan jest coraz mniejszy. Mozemy zauwazy¢, ze w odwzorowaniach charakteryzujacych
si¢ niewielkimi znieksztalceniami, tj. Bonne’a, Kawrajskiego i ztozonym Lamberta r6znice
wynosza jedynie kilkadziesiat metréw kwadratowych dla obszaru Polski oraz dochodza do
kilku metréw dla wojewddztwa mazowieckiego.

Obliczajac pola powierzchni w odwzorowaniach réwnopolowych (tab. 1 i 2) mozemy
uzyska¢ znaczne réznice, pomigedzy obliczonymi polami powierzchni wielobokéw opartych
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Tabela 2. Wyniki obliczen pol powierzchni
wielobokéw w wybranych odwzorowaniach

kartograficznych wojewddztwa mazowieckiego

na tych samych wierzchotkach. Niemniej jednak
uzyskujemy na pewno wigksza doktadnos¢ obli-
czonego pola powierzchni niz w odwzorowaniach
konforemnych, np. w uktadzie ,,1992”. W pra-

Odwzorowanie Zmi‘;z‘a{' powﬁgrljcm cach geodezyjnych i kartograficznych mamy do
dlugosei 7] czynienia z wielobokami, ktorych boki stanowig
Walcowe 70 mkm | 35 586 539 638 | odcinki linii geodezyjnych. W odwzorowaniach
ale <7 k| 35 586 533 833 kartpgraﬁcznych obrazami linii geodezyjnych nie
sa linie proste lecz pewne krzywe. Wykorzystu-

Sansona 14 mkm | 35 586 536 254 . . . . .
jac wigc odwzorowania réwnopolowe do obli-
Bonne'a 10 emkm | 35586 534 858 | ¢7anja pol tych wielobokéw nalezy mieé $wiado-
Kawrajskiego 10 em/km | 35 586 534 830 | mos$¢, ze pole powierzchni geodezyjnego wielo-
Zlozone 8 emvkm | 35586534 877 |  boku elipsoidalnego jest zachowane, ale jego od-
Uklad 92 70 ekm | 35 557 049 616 | powiednikiem obrazowym jest pewien wielobok
Uklad 2000 16 emkm | 35 583 510 055 | Krzywoliniowy. Chcac uzyska¢ zgodnos¢ obliczo-

nych powierzchni pomigdzy oryginalem a obra-

zem w odwzorowaniach kartograficznych w ptaszczyznie odwzorowania, nalezy catkowaé
pole powierzchni krzywoliniowego wielobooku. Wystepuje wigc konieczno$é uwzgledniania
redukcji pol powierzchni. Problem ten mozna minimalizowa¢ przez zmniejszanie odlegtosci
pomiedzy wierzchotkami oraz dobér parametréw odwzorowania w celu zmniejszenia znie-
ksztatcenn odwzorowawczych, a tym samym wartosci redukcji pol.
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Abstract

Calculation of areas of geodetic polygons is one of the basic tasks undertaken in geodetic and carto-
graphic works. This problem appears in many tasks, for instance connected running real estate
cadastre or in calculation of areas of administrative units e.g. in the State Register of Borders. These
works become particularly important now, when we use new geocentric ellipsoids WGS84 and GRSS0.
Calculation of the area of a polygon on an ellipsoid is quite complicated, because there are no precise
formulas for realization of such a task. There are only approximate formulas applicable to small
areas. Calculation problems appear in the case of large polygons located on rotating oblate ellipsoids
which require the use of non-standard algorithms.

One possibility is an attempt to use equal-area projections. Transformation of coordinates of the
vertices of geodetic polygons from the plane of coordinates used in practice into the plane of equal-area
projection allows calculating the area of ellipsoidal polygons directly on that plain. The problem of
non-geodetic nature of this projection then emerges which affects accuracy of calculations. This
problem may be minimized by seeking projections with as small as possible projection distortions.
In the paper, a revue of criteria of equal-area projections is presented as well as their use for projection
of selected geodetic polygons. Impact of projection distortions on the value of calculated polygon areas
has been also presented.

dr hab. inz. Pawet P¢dzich
p.pedzich@gik.pw.edu.pl

mgr inz. Marta KuZzma
mkuzma@vp.pl



