
95BADANIE ZNIEKSZTA£CEÑ ORAZ ICH WP£YWU NA WARTO�Æ WYZNACZANYCH PÓL WIELOBOKÓW  ...POLSKIE TOWARZYSTWO INFORMACJI PRZESTRZENNEJ
ROCZNIKI GEOMATYKI 2010 m TOM VIII m ZESZYT 5(41)

BADANIE ZNIEKSZTA£CEÑ ORAZ ICH WP£YWU
NA WARTO�Æ WYZNACZANYCH PÓL WIELOBOKÓW

W WYBRANYCH ODWZOROWANIACH
RÓWNOPOLOWYCH

ANALYSIS OF DISTORTIONS IN SELECTED EQUAL-AREA
PROJECTIONS AND THEIR INFLUENCE

ON CALCULATED AREA VALUES OF POLYGONS

Pawe³ Pêdzich, Marta Ku�ma

Zak³ad Kartografii, Wydzia³ Geodezji i Kartografii, Politechnika Warszawska

S³owa kluczowe: odwzorowania kartograficzne równopolowe, zniekszta³cenia odwzorowawcze,
wieloboki geodezyjne
Keywords: equal-area cartographic projections, projection distortions, geodetic polygons

Ogólne w³asno�ci odwzorowañ równopolowych

Odwzorowania równopolowe posiadaj¹ wiele ciekawych w³asno�ci metrycznych. Podsta-
wow¹ ich w³asno�ci¹ jest zachowanie pól powierzchni, tzn. warto�ci pól powierzchni figur
orygina³u s¹ równe warto�ciom pól powierzchni odpowiedników topologicznych (obrazo-
wych) tych figur w p³aszczy�nie odwzorowania. W odwzorowaniach równopolowych nie
bêd¹cych odwzorowaniami geodezyjnymi1, obrazem figury geodezyjnej w p³aszczy�nie od-
wzorowania jest pewna figura krzywoliniowa. Nale¿y zdawaæ sobie sprawê, ¿e mimo w³asno-
�ci równopolowo�ci takich odwzorowañ, pole powierzchni wieloboku utworzonego przez
odpowiedniki redukcyjne, tj. odcinki linii prostych na p³aszczy�nie obrazu, nie jest równe polu
powierzchni odpowiadaj¹cego mu wieloboku geodezyjnego na powierzchni orygina³u.

Inn¹ w³asno�ci¹ odwzorowañ równopolowych jest to, ¿e w ka¿dym punkcie p³aszczy-
zny obrazu ekstremalne skale zniekszta³ceñ d³ugo�ci s¹ wzajemnymi odwrotno�ciami:

(1)

gdzie: m,n � ekstremalne skale zniekszta³ceñ d³ugo�ci w kierunkach g³ównych.

1 Odwzorowania geodezyjne to takie odwzorowania kartograficzne, w których linie geodezyjne po-
wierzchni orygina³u odwzorowuj¹ siê na linie geodezyjne w p³aszczy�nie obrazu.
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Badaj¹c rozk³ad zniekszta³ceñ d³ugo�ci ograniczymy siê wiêc do okre�lania jednej ze skal
ekstremalnych.

Maksymalne zniekszta³cenia k¹towe okre�lamy z wzoru:

(2)

Analiza rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych
w wybranych odwzorowaniach równopolowych

W rozdziale tym zaprezentowane zostan¹ wyniki analiz zniekszta³ceñ odwzorowawczych
w wybranych odwzorowaniach równopolowych. Przedstawione zostan¹ zarówno typowe
odwzorowania kartograficzne stosowane powszechnie w systemach informacji geograficz-
nej, jak i odwzorowania kartograficzne opracowane w oparciu o kryteria minimalizacji znie-
kszta³ceñ odwzorowawczych. Stosowne odwzorowania wyznaczono dla obszaru Polski
oraz województwa mazowieckiego.

Odwzorowanie walcowe elipsoidy w p³aszczyznê

W odwzorowaniu walcowym elipsoidy funkcje odwzorowawcze (Snyder, 1987) maj¹
nastêpuj¹c¹ postaæ:

(3)

Zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w takim odwzorowaniu s¹ stosunkowo du¿e.
Dla obszaru Polski maksymalne zniekszta³cenia d³ugo�ci wnosz¹ ok. 70 m/km na po³udniu i
pó³nocy kraju. Maksymalne zniekszta³cenia k¹towe wynosz¹ ok. 8°. Natomiast dla woje-
wództwa mazowieckiego zniekszta³cenia d³ugo�ci wynosz¹ 30 m/km, a zniekszta³cenia k¹-
tów 3,5°.
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Odwzorowanie azymutalne normalne elipsoidy w p³aszczyznê

W odwzorowaniu azymutalnym funkcje odwzorowawcze maj¹ postaæ:

(4)

Zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w tym odwzorowaniu s¹ nieco mniejsze ni¿
w odwzorowaniu walcowym. Dla obszaru Polski maksymalne zniekszta³cenia d³ugo�ci
wynosz¹ ok. 67 m/km na po³udniu i pó³nocy kraju. Maksymalne zniekszta³cenia k¹towe
wynosz¹ ok. 7,4°. Natomiast dla województwa mazowieckiego zniekszta³cenia d³ugo�ci
wynosz¹ 57 m/km, a zniekszta³cenia k¹tów 6,8°.

Rys. 1. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu walcowym
równopolowym Polski

Rys. 2. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
walcowym równopolowym

województwa mazowieckiego
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Odwzorowanie sinusoidalne Sansona elipsoidy w p³aszczyznê

W odwzorowaniu Sansona funkcje odwzorowawcze maj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ:

(5)

gdzie: S � d³ugo�æ ³uku po³udnika, N � promieñ przekroju poprzecznego elipsoidy,

skale parametryczne

skala ekstremalna

Zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w tym odwzorowaniu s¹ o po³owê mniejsze
ni¿ w odwzorowaniu walcowym. Dla obszaru Polski maksymalne zniekszta³cenia d³ugo�ci
wynosz¹ ok. 35 m/km na po³udniu i pó³nocy kraju. Maksymalne zniekszta³cenia k¹towe
wynosz¹ ok. 4°. Natomiast dla województwa mazowieckiego zniekszta³cenia d³ugo�ci wy-
nosz¹ 14 m/km, a zniekszta³cenia k¹tów 1,6°.
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Rys. 4. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
azymutalnym równopolowym
województwa mazowieckiego

Rys. 3. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
azymutalnym równopolowym Polski
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Odwzorowanie Bonne�a

Odwzorowanie Bonne�a elipsoidy w p³aszczyznê ma postaæ:

(6)

gdzie: S (B0)� d³ugo�æ ³uku po³udnika, N � promieñ przekroju poprzecznego,

skale parametryczne

skale ekstremalne

Rys. 6. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
sinusoidalnym równopolowym
województwa mazowieckiego

Rys. 5. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
sinusoidalnym równopolowym Polski
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Zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w tym odwzorowaniu s¹ znacznie mniejsze ni¿
w poprzednio zaprezentowanych odwzorowaniach. Dla obszaru Polski maksymalne zniekszta³-
cenia d³ugo�ci wynosz¹ ok. 1 m/km. Maksymalne zniekszta³cenia k¹towe wynosz¹ ok. 6�.
Natomiast dla województwa mazowieckiego zniekszta³cenia d³ugo�ci wynosz¹ 10 cm/km,
a zniekszta³cenia k¹tów 41,2�.

Odwzorowania sto¿kowe wyznaczone wg kryterium Kawrajskiego

Odwzorowania sto¿kowe elipsoidy w p³aszczyznê mo¿emy zapisaæ w nastêpuj¹cej po-
staci:

(7)

gdzie:
L0 � ustalona warto�æ parametru L, d³ugo�æ geodezyjna po³udnika osiowego,
B0 � ustalona warto�æ parametru B,
c � parametr, tzw. sta³a odwzorowania sto¿kowego, przy czym sta³a c zawiera siê

w przedziale (0,1).

Rys. 7. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu Bonne�a
Polski

Rys. 8. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
Bonne�a województwa mazowieckiego
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Sta³e C oraz c wyznaczono na podstawie kryterium Kawrajskiego:

gdzie:
mL � skala d³ugo�ci w kierunku równole¿nika,
BS oraz BN � szeroko�ci geograficzne skrajnych równole¿ników danego obszaru,
B0 � taka warto�æ B, dla której ML w zale¿no�ci od B � osi¹ga minimum.

W odwzorowaniach sto¿kowych opracowanych wg kryteriów Kawrajskiego izoskale
maj¹ postaæ ³uków okrêgów równoleg³ych do obrazów równole¿ników. Maksymalne znie-
kszta³cenia d³ugo�ci wystêpuj¹ na po³udniu i pó³nocy Polski i wynosz¹ ok. +60 cm/km.
Maksymalne zniekszta³cenia k¹tów wynosz¹ ok. 4�. Natomiast dla województwa mazowiec-
kiego zniekszta³cenia d³ugo�ci wynosz¹ 10 cm/km, a zniekszta³cenia k¹tów 41,2�.

Rys. 10. Izoskale d³ugo�ci
w odwzorowaniu sto¿kowym Kawrajskiego

województwa mazowieckiego

Rys. 9. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu sto¿kowym
Kawrajskiego Polski
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Odwzorowanie z³o¿one

Proponowane odwzorowanie sk³ada siê dwóch odwzorowañ cz¹stkowych. Pierwsze, to
odwzorowanie równopolowe elipsoidy na sferê:

(8)

o promieniu R wyznaczonym z równania

Drugie, to odwzorowanie uko�ne azymutalne Lamberta o promieniu R:
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Rys 11. Izoskale d³ugo�ci
w odwzorowaniu z³o¿onym równopolowym Polski

Rys. 12. Izoskale d³ugo�ci w odwzorowaniu
z³o¿onym województwa mazowieckiego
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W odwzorowaniu Polski z³o¿onym z odwzorowania równopolowego elipsoidy na sferê
oraz sfery na p³aszczyznê uzyskujemy maksymalne zniekszta³cenia odwzorowawcze rzêdu
ok. 55 cm/km. Rozk³ad zniekszta³ceñ w tym odwzorowaniu ilustruje rysunek 11. Zniekszta³-
cenia k¹tów wynosz¹ ok. 3,4�. Natomiast dla województwa mazowieckiego zniekszta³cenia
d³ugo�ci wynosz¹ 8 cm/km, a zniekszta³cenia k¹tów 33�.

Analiza wp³ywu zniekszta³ceñ odwzorowawczych
na warto�æ wyznaczanych pól powierzchni wieloboków

W opisanych w poprzednim rozdziale odwzorowaniach przeprowadzono obliczenia pól
powierzchni wieloboków. Wieloboki utworzono w oparciu o wspó³rzêdne punktów le¿¹cych
na granicy Polski. Obliczenia wykonano dla 5 wieloboków, w których �rednie odleg³o�ci
pomiêdzy wierzcho³kami wynios³y odpowiednio 9 km, 2 km, 1 km, 0,5 km i 0,3 km. W
tabeli 1 zamieszczono wyniki obliczeñ pól powierzchni wieloboków w poszczególnych od-
wzorowaniach równopolowych oraz w uk³adzie �1992�.

einaworozwdO -³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

eloP
1inhczreiwop

m[ 2]

eloP
2inhczreiwop

m[ 2]

eloP
3inhczreiwop

m[ 2]

eloP
4inhczreiwop

m[ 2]

eloP
5inhczreiwop

m[ 2]

ewoclaW mk/m07 133660455213 161511655213 406712655213 512342655213 816942655213

enlatumyzA mk/m76 128012755213 496113655213 737662655213 894552655213 986252655213

anosnaS mk/m53 471877055213 656909555213 822661655213 173032655213 704642655213

a'ennoB mk/m1 458746555213 900412655213 613242655213 393942655213 361152655213

ogeiksjarwaK mk/mc06 079196555213 667612655213 500342655213 565942655213 602152655213

eno¿o³Z mk/mc55 747766555213 152512655213 726242655213 174942655213 281152655213

29da³kU mk/mc07 184252153213 188206153213 104026153213 187426153213 778526153213

Tabela 1. Wyniki obliczeñ pól powierzchni wieloboków w wybranych odwzorowaniach kartograficznych
Polski

Wykonano równie¿ obliczenia dla wieloboku utworzonego w oparciu o wspó³rzêdne punk-
tów le¿¹cych na granicy województwa mazowieckiego. �rednie odleg³o�ci pomiêdzy punk-
tami wynios³y 0,5 km. W tabeli 2 zamieszczono wyniki obliczeñ pól powierzchni wielobo-
ków w poszczególnych odwzorowaniach równopolowych oraz w uk³adzie �1992� i �2000�.

Na podstawie uzyskanych wyników mo¿emy zauwa¿yæ kilka wystêpuj¹cych prawid³o-
wo�ci. Przy wiêkszych odleg³o�ciach miêdzy wierzcho³kami wystêpuj¹ wiêksze rozbie¿no-
�ci pomiêdzy obliczonymi warto�ciami pól powierzchni. Wynika to z niegeodezyjno�ci od-
wzorowañ kartograficznych.

Im mniejsze odleg³o�ci i mniejsze zniekszta³cenia, tym wp³yw niegeodezyjno�ci odwzo-
rowañ jest coraz mniejszy. Mo¿emy zauwa¿yæ, ¿e w odwzorowaniach charakteryzuj¹cych
siê niewielkimi zniekszta³ceniami, tj. Bonne�a, Kawrajskiego i z³o¿onym Lamberta ró¿nice
wynosz¹ jedynie kilkadziesi¹t metrów kwadratowych dla obszaru Polski oraz dochodz¹ do
kilku metrów dla województwa mazowieckiego.

Obliczaj¹c pola powierzchni w odwzorowaniach równopolowych (tab. 1 i 2) mo¿emy
uzyskaæ znaczne ró¿nice, pomiêdzy obliczonymi polami powierzchni wieloboków opartych
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na tych samych wierzcho³kach. Niemniej jednak
uzyskujemy na pewno wiêksz¹ dok³adno�æ obli-
czonego pola powierzchni ni¿ w odwzorowaniach
konforemnych, np. w uk³adzie �1992�. W pra-
cach geodezyjnych i kartograficznych mamy do
czynienia z wielobokami, których boki stanowi¹
odcinki linii geodezyjnych. W odwzorowaniach
kartograficznych obrazami linii geodezyjnych nie
s¹ linie proste lecz pewne krzywe. Wykorzystu-
j¹c wiêc odwzorowania równopolowe do obli-
czania pól tych wieloboków nale¿y mieæ �wiado-
mo�æ, ¿e pole powierzchni geodezyjnego wielo-
boku elipsoidalnego jest zachowane, ale jego od-
powiednikiem obrazowym jest pewien wielobok
krzywoliniowy. Chc¹c uzyskaæ zgodno�æ obliczo-
nych powierzchni pomiêdzy orygina³em a obra-

zem w odwzorowaniach kartograficznych w p³aszczy�nie odwzorowania, nale¿y ca³kowaæ
pole powierzchni krzywoliniowego wielobooku. Wystêpuje wiêc konieczno�æ uwzglêdniania
redukcji pól powierzchni. Problem ten mo¿na minimalizowaæ przez zmniejszanie odleg³o�ci
pomiêdzy wierzcho³kami oraz dobór parametrów odwzorowania w celu zmniejszenia znie-
kszta³ceñ odwzorowawczych, a tym samym warto�ci redukcji pól.

Literatura

Snyder J., 1987: Map projections � A working manual, U.S Geological Survey.

Abstract

Calculation of areas of geodetic polygons is one of the basic tasks undertaken in geodetic and carto-
graphic works. This problem appears in many tasks, for instance connected running real estate
cadastre or in calculation of areas of administrative units e.g. in the State Register of Borders. These
works become particularly important now, when we use new geocentric ellipsoids WGS84 and GRS80.
Calculation of the area of a polygon on an ellipsoid is quite complicated, because there are no precise
formulas for realization of such a task. There are only approximate formulas applicable to small
areas. Calculation problems appear in the case of large polygons located on rotating oblate ellipsoids
which require the use of non-standard algorithms.
One possibility is an attempt to use equal-area projections. Transformation of coordinates of the
vertices of geodetic polygons from the plane of coordinates used in practice into the plane of equal-area
projection allows calculating the area of ellipsoidal polygons directly on that plain. The problem of
non-geodetic nature of this projection then emerges which affects accuracy of calculations. This
problem may be minimized by seeking projections with as small as possible projection distortions.
In the paper, a revue of criteria of equal-area projections is presented as well as their use for projection
of selected geodetic polygons. Impact of projection distortions on the value of calculated polygon areas
has been also presented.
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Tabela 2. Wyniki obliczeñ pól powierzchni
wieloboków w wybranych odwzorowaniach

kartograficznych województwa mazowieckiego

einaworozwdO -³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

eloP
inhczreiwop

m[ 2]

ewoclaW mk/m07 83693568553

enlatumyzA mk/m75 33833568553

anosnaS mk/m41 45263568553

a'ennoB mk/mc01 85843568553

ogeiksjarwaK mk/mc01 08843568553

eno¿o³Z mk/mc8 77843568553

29da³kU mk/mc07 61694075553

0002da³kU mk/mc61 55001538553


