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Wprowadzenie

W  teorii informacji geograficznej, w funkcjonuj¹cych systemach GIS, zak³ada siê, ¿e
geometriê obiektów przestrzeni geograficznej mo¿na przedstawiæ jako elementy przestrzeni
topologicznej za pomoc¹ grafów z ich wêz³ami, krawêdziami, obszarami (ISO 19107; ESRI,
2003; Autodesk, 2000; Chrobak, 2000). W oparciu o te elementy, proponuje siê budowê
modeli topologicznych, które w literaturze przedstawiane s¹ w formie tabelarycznej (Ga�-
dzicki, 1990; 2006; Molenaar, 1998; Eckes, 2006; Bielecka, 2006). Wykorzystuj¹c teoriê
grafów, dane topologiczne mo¿na zapisaæ w postaci macierzowej (Gould, 1988; Wilson,
2000; Lewandowicz, 2009). Ten algebraiczny zapis pozwala na przekszta³cenia danych w
celu uzyskania nowych danych.

W poprzednich publikacjach (Lewandowicz, 2007; 2009), przetwarzanie danych topolo-
gicznych za pomoc¹ algebraicznych przekszta³ceñ, przedstawiono w celu uzyskania infor-
macji mówi¹cej o s¹siedztwie elementów geometrycznych mapy numerycznej. W tym celu
wykonuj¹c mno¿enia macierzy sprowadzano dziedzinê warto�ci elementów iloczynów do
dwuelementowego zbioru {0,1} (przez eliminowanie � zerowanie danych diagonalnych lub
dzielenie warto�ci dodatnich elementów macierzy przez ich warto�ci):

macierz s¹siedztwa obszarów
(1)

macierz s¹siedztwa linii:
(2)

macierz s¹siedztwa wêz³ów i obszarów:
(3)

Eliminowane warto�ci nios³y za sob¹ istotn¹ tre�æ informacyjn¹.
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W artykule skupiono siê na przekszta³ceniach algebraicznych wykonywanych w celu
automatycznego ujawnienia cech geometrycznych i topologicznych obiektów geograficz-
nych oraz ich wzajemnych relacji. W wyniku tych dzia³añ otrzymuje siê nowe parametry
opisuj¹ce geometriê obiektów geograficznych. Uzyskane dane, w sposób automatyczny,
powinny uzupe³niaæ informacje opisowe o obiektach mapy numerycznej. Tre�ci teoretyczne
zaprezentowano w oparciu o prosty przyk³ad danych geometrycznych, przedstawiaj¹cy dzia³ki
ewidencyjne (rysunek), zaczerpniêty z wcze�niejszej publikacji (Lewandowicz, 2004).

Rysunek. Szkic dzia³ek ewidencyjnych z identyfikatorami dzia³ek, punktów granicznych
i linii granicznych

Podstawy teoretyczne

W literaturze GIS dane topologiczne przedstawia siê w formie tabelarycznej (Ga�dzicki,
1990; Bielecka, 2007; Eckes, 2007), a w publikacjach (Lewandowicz, 2007; 2009), wskazy-
wano na mo¿liwo�ci ich macierzowego zapisu. Tym razem w oparciu o szkic danych ewi-
dencyjnych (rysunek), zapisano je w formie tabelarycznej (tab. 1, 2) i macierzowej (4, 5, 6).
W zastosowaniach praktycznych istotne s¹ dwie tabele topologiczne:

1 � z danymi o po³¹czeniach linii i punktów granicznych,  zapisana jako macierz SL-P,
2 � z danymi o wielobokach i liniach granicznych, zapisana jako macierz SO-L.

Tabela 1. Powi¹zania linii i punktów Tabela 2. Powi¹zania obszarów i linii

iinildi ytknup

5 6,2

6 5,2

7 2,1

8 5,3

9 7,5

01 01,4

... ...

ukoboleiwdi= einil

2/222 ,5 ,71 ,9 6

322 ,8 ,9 ,61 31

1/122 ,21 ,7 ,6 8

... ,... ,... ,...

1, 2, 3, 4, 5, � � id. punktów granicznych
1, 2, 3, 4, 5, � � id. linii granicznych
221,  222/1, 222/2, 223, � � id. dzia³ek ewidencyjnych
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Macierz SL-P zawiera dane o po³¹czeniach linii (krawêdzi) z punktami (wêz³ami). Elemen-
ty macierzy (4) (SL-P)ij przyjmuj¹ warto�ci 1, je�li linia graniczna (krawêdzi) i ma pocz¹tek
lub koniec w punkcie granicznym (wê�le) j:

SL-P = (4)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

5 0 1 0 0 0 1 0 0 0

6 0 1 0 0 1 0 0 0 0 ...

7 1 1 0 0 0 0 0 0 0 ...

8 0 0 1 0 1 0 0 0 0 ...

9 0 0 0 0 1 0 1 0 0 ...

01 0 0 0 1 0 0 0 0 0 ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

W teorii grafów powszechnie opisuje siê transpozê macierzy (SL-P), nazywa siê j¹ ma-
cierz¹ incydencji (5):

SP-L = (SL-P)T (5)

Zawiera ona dane o powi¹zaniach punktów z liniami.
Macierz SO-L � zwana macierz¹ oczek, w przedstawionym przyk³adzie zawiera informa-

cje o powi¹zaniach obszarów dzia³ek ewidencyjnych z liniami granicznymi. Elementy macie-
rzy (6) (SO-L)ij przyjmuj¹ warto�æ 1, je�li obszar dzia³ki i jest ograniczony lini¹ graniczn¹ j,
zgodnie ze szkicem ewidencyjnym (rysunek) i zapisem w tabeli 2.

SO-L = (6)

... 5 6 7 8 9 01 11 21 31 41 51 61 ...

1/222 ... 0 1 1 1 0 0 0 1 0 0 0 0 ...

2/222 ... 1 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 ...

322 ... 0 0 0 1 1 0 0 0 1 0 0 1

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Algebraiczne przetwarzanie danych topologicznych

Dane wyj�ciowe stanowi¹ macierze SL-P, SP-L, SO-L, opisane wy¿ej. Zawieraj¹ dane topo-
logiczne zapisane w formie algebraicznej. Elementy tych macierzy (4, 5, 6) przyjmuj¹ warto-
�ci ze zbioru dwuelementowego {0,1}.

Wykonano podstawowe dzia³ania na wyj�ciowych macierzach, przemno¿ono je przez
siebie. Pierwszy iloczyn (SP-L)(SL-P) zapisano jako SP-P :

SP-P= (SP-L)(SL-P) (7)

Warto�ci diagonalne macierzy (SP-P) : (sP-P)ii zawieraj¹ informacje o liczbie linii granicz-
nych dochodz¹cych do punktów granicznych (8). Warto�æ (sP-P)ii, w teorii grafów, zwana
jest stopniem wêz³a. W naszym przypadku mo¿na mówiæ o stopniu punktu granicznego.
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Warto�æ (8) (SP-P)ii wskazuje, ¿e do punktu granicznego o identyfikatorze i dochodzi n = (sP-P)ii
linii granicznych. Warto�ci pozadiagonalne (8) wskazuj¹ na powi¹zania punktów granicz-
nych z liniami granicznymi, przyjmuj¹ warto�ci ze zbioru dwuelementowego {0, 1}. W
naszym przypadku, je�li punkty graniczne i, j po³¹czone s¹ lini¹ graniczn¹, elementy macie-
rzy (sP-P)ij przyjmuj¹ warto�æ 1.

1 2 3 4 5 ...

1 2 1 1 0 0 ...

2 1 3 0 0 1 ...

3 1 0 4 1 1 ...

4 0 0 1 2 0 ...

5 0 1 1 0 3 ...

... ... ... ... ... ... ...

SP-P = (8)

Po wyzerowaniu warto�ci diagonalnych w macierzy (SP-P), otrzymano podstawow¹
macierz s¹siedztwa punktów granicznych � (S(P-P)).

(9)

W teorii grafów (Kulikowski, 1986; Findeisen i in.,1980; Wilson, 2000) opisuje siê kolej-
ne potêgi n-tej macierzy � (S(P-P))

n. Warto�ci elementów pozadiagonalnych (s(P-P))ij, (i ¹ j),
kolejnych potêg macierzy (S(P-P))

n, wskazuj¹ na liczbê n segmentowych po³¹czeñ liniami
granicznymi dwóch punktów granicznych o identyfikatorach  i i j. Wyniki kolejnych potêg
macierzy (S(P-P))

n,  (n ={2, 3}), przedstawiono w (10) i (11). Warto�ci diagonalne (s(P-P))ii,
drugiej potêgi (S(P-P))

2,  s¹ równe liczbie linii granicznych dochodz¹cych do punktów gra-
nicznych, tak jak w macierzy (SP-P) okre�laj¹ one stopieñ punktu granicznego. Warto�ci
pozadiagonalne (10) wskazuj¹ na liczbê ró¿nych dwusegmentowych powi¹zañ miêdzy punk-
tami granicznymi i i j. Macierz (11) zawiera informacje o liczbie ró¿nych trzysegmentowych
powi¹zañ punktów granicznych liniami granicznymi:
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(S(P-P))
2 =            (10)

(S(P-P))
3 =            (11)

1 2 3 4 5 ...

1 2 0 0 1 2 ...

2 0 3 2 0 0 ...

3 0 2 4 0 0 ...

4 1 0 0 2 1 ...

5 2 0 0 1 3 ...

... ... ... ... ... ... ...

1 2 3 4 5 ...

1 0 1 1 0 0 ...

2 1 0 0 0 1 ...

3 1 0 0 1 1 ...

4 0 0 1 0 0 ...

5 0 1 1 0 0 ...

... ... ... ... ... ... ...
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Mno¿enie macierzy niesymetrycznych nie jest dzia³aniem przemiennym. Iloczyn (SL-P)(SP-L)
przedstawia macierz symetryczn¹ s¹siedztwa krawêdzi S(L-L)  (12):

S(L-L) = (SL-P)(SP-L)          (12)

Warto�ci diagonalne macierzy (12, 13) przyjmuj¹ warto�ci równe 2 � wskazuj¹ce na
powi¹zania krawêdzi z dwoma punktami granicznymi. Warto�ci pozadiagonalne, równe 1,
wskazuj¹ na powi¹zania dwóch s¹siednich krawêdzi jednym wspólnym punktem granicz-
nym. Warto�ci równe 0, wskazuj¹ na brak s¹siedztwa.

(S(L-L)
 =            (13)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ...

1 2 0 0 1 0 0 0 0 0 ...

2 0 2 1 0 1 0 0 0 0 ...

3 0 1 2 1 0 0 0 0 0 ...

4 1 0 1 2 0 0 0 0 0 ...

5 0 1 0 0 2 1 1 0 0

6 0 0 0 0 1 2 1 1 1 ...

7 0 0 0 0 1 1 2 0 0 ...

8 0 0 0 0 0 1 0 2 1 ...

... ... ... ... ... ... ... ... ... ... ...

Kolejny iloczyn:

        (14)

zawiera dane zwi¹zane z geometri¹ dzia³ek ewidencyjnych.  Warto�ci diagonalne (15) dostar-
czaj¹ informacji o liczbie linii granicznych opisuj¹cych obszar dzia³ki ewidencyjnej. Warto�ci
pozadiagonalne przyjmuj¹ warto�æ równ¹ 0, gdy dzia³ki o identyfikatorach i i j nie s¹siaduj¹
ze sob¹ bezpo�rednio wspóln¹ lini¹ graniczn¹. Warto�ci,                     n, n >0 stanowi¹ o
liczbie wspólnych odcinków linii granicznych dwóch s¹siaduj¹cych dzia³ek, o identyfikato-
rach i, j.
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        (15)

1/122 2/222 322 122 381 631 831

1/122 4 1 1 0 0 0 0

2/222 1 4 1 0 1 0 0

322 1 1 4 1 1 0 0

122 0 0 1 5 2 0 0

381 0 1 1 2 8 1 1

631 0 0 0 0 1 5 1

831 0 0 0 0 1 1 5

Warto�ci macierzy (15)  n, n >0 wskazuj¹ tak¿e na s¹siedztwo bezpo�rednie
dzia³ek � pierwszego stopnia (Lewandowicz, 2006). Mo¿na tê informacjê zapisaæ w postaci
uproszczonej, przez transformacjê macierzy:
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         (16)

         (17)

oraz gdy:
         

(18)

Elementy macierzy przyjmuj¹ warto�ci ze zbioru {0, 1} i maj¹ wyzerowane warto�ci
diagonalne.  W celu uzyskania informacji o s¹siedztwie po�rednim n stopnia, nale¿y macierz
      podnosiæ do kolejnych potêg n,   . Warto�ci dodatnie elementów macierzy
wskazywaæ bêd¹ na istnienie po�redniego s¹siedztwa n stopnia miêdzy dzia³kami o identyfi-
katorach i, j (wyznaczonego w oparciu o linie graniczne (Lewandowicz, 2006)).

Wracaj¹c do macierzy podstawowych wykonano kolejne dzia³anie:

SO-P = (SO-L)(SL-P)                   (19)

Warto�ci elementów iloczynu � SO-P  przyjmuj¹ warto�ci ze zbioru dwuelementowego
{0, 2). Warto�ci 2 wynikaj¹ z powi¹zañ linii z punktami (linia jest wyznaczona dwoma punk-
tami). Podzielenie ich przez 2 �  daje w efekcie macierz warto�ci ze zbioru {0, 1} (20, 21).

                  .

         (20)

Je�li element macierzy (21) przyjmuje warto�æ 1, to znaczy, ¿e punkt graniczny
j wyznacza linie graniczne obszaru dzia³ki i.
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         =          (21)

1 2 3 4 5 6 7 8 ...

1/222 1 1 1 0 1 0 0 0 ...

2/222 0 1 0 0 1 1 1 0 ...

322 0 0 1 0 1 0 1 1 ...

122 0 0 1 1 0 0 0 1 ...

381 0 0 0 0 0 1 1 1 ...

631 0 0 0 0 0 0 0 0 ...

831 0 0 0 0 0 0 0 0 ...
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Przemno¿ona przez siebie macierz       , w efekcie daje iloczyn (22), który zawiera in-
formacje o relacjach geometrycznych dzia³ek ewidencyjnych i punktów granicznych:

        (22)

W macierzy          elementy diagonalne (23) opisuj¹ liczbê punktów granicznych wy-
znaczaj¹cych obszary dzia³ek ewidencyjnych. Warto�ci pozadiagonalne opisuj¹ liczbê wspól-
nych punktów granicznych s¹siaduj¹cych dzia³ek. Warto�ci równe 1 wskazuj¹ na s¹siedz-
two dzia³ek ewidencyjnych na wskro� � jednym punktem granicznym. Takiego s¹siedztwa
nie uda³o siê wykazaæ w poprzednim przyk³adzie � w oparciu o dane macierzy
 (15).
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Zastosowania

Przedstawione przekszta³cenia danych topologicznych wskazuj¹ na mo¿liwo�æ automa-
tycznego uzyskania informacji uzupe³niaj¹cej opis geometryczny dzia³ek ewidencyjnych. W
systemach GIS tradycyjnie przedstawia siê informacjê o powierzchni dzia³ki i ca³kowitej
d³ugo�ci granic, a mo¿na by j¹ uzupe³niæ informacjami o liczbie punktów granicznych i linii
granicznych. Dane te powinny byæ uwzglêdniane w opisie danych ewidencyjnych i brane
pod uwagê przy analizach struktur ewidencyjnych. Dane o s¹siedztwie dzia³ek i wspólnych
liniach granicznych przydatne s¹ w procedurach zwi¹zanych z agregacj¹ dzia³ek.

Przedstawione przekszta³cenia algebraiczne, w rozwi¹zaniach praktycznych (Cormen i
in., 2007), wi¹¿¹ siê z  przeszukiwaniem i zliczaniem danych w tabelach lub listach ze zbio-
rami danych topologicznych.
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1/222 2/222 322 122 381 631 831
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322 2 2 4 2 2 0 0

122 1 0 2 5 3 0 0

381 0 2 2 3 8 2 2

631 0 0 0 0 2 5 2

831 0 0 0 0 2 2 5
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Abstract

In the paper, algebraic transformations of topological data are presented with the aim to obtain
additional information to enrich geometric description of the objects in digital maps � registered plots.
The data recorded in topological tables contain information about mutual relationships between
geometric elements: points, lines and area. From these data not only the information about the
relationships may be obtained, but also quantitative dependences may be drawn, e.g. about the number
of points and border lines describing the registered plots. These data are useful in description and
analysis of geometric structures of registration data.
The practical part of the paper was based on a simple example of geometric data presenting a complex
of registered plots. Topological data recorded in the tables were transferred into a matrix form
practicable for algebraic transformations. By performing algebraic transformations e.g multiplica-
tion and exponentiation of matrices new data were obtained. They contained quantitative information
which was described in detail. They may be verified on the basis of the graphic example presented.
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