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Wstêp

Zwykle do aproksymacji odwzorowañ kartograficznych wykorzystuje siê metodê naj-
mniejszych kwadratów. Wyznaczenie wspó³czynników wielomianów aproksymacyjnych
wymaga wówczas rozwi¹zywania skomplikowanych uk³adów równañ. Zastosowanie orto-
gonalnych wielomianów Czebyszewa pozwala na unikniêcie tych problemów.

Aproksymacjê wielomianami Czebyszewa okre�la siê mianem aproksymacji jednostajnej.
Polega ona na przybli¿eniu funkcji f(x) wielomianem Tn(x) w przedziale x ε 〈a, b , w taki
sposób aby najwiêkszy co do warto�ci bezwzglêdnej b³¹d

(1)

przy odpowiednim wyborze wspó³czynników wielomianu Tn(x) by³ mo¿liwie jak najmniej-
szy.

Jest to wiêc nieco inne podej�cie do aproksymacji ni¿ w przypadku metody najmniej-
szych kwadratów.

W artykule zaprezentowane zostan¹ w³asno�ci wielomianów Czebyszewa oraz ich zasto-
sowanie do aproksymacji odwzorowañ kartograficznych. Ponadto przedstawione zostanie
porównanie wyników aproksymacji jednostajnej oraz aproksymacji �redniokwadratowej od-
wzorowañ kartograficznych.

Wielomiany Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju stopnia n mo¿na zapisaæ w nastêpuj¹cej
postaci (Paszkowski, 1975)
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T0 = 1

T1 = x (2)

T2 = 2x2 � 1

Tj = 2xTn�1 � Tn�2

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju maj¹ nastêpuj¹c¹ postaæ
U0 = 1

U1 = 2x

U2 = 4x2 � 1 (3)

Un = 2xUn�1 � Un�2

W³asno�ci wielomianów Czebyszewa

Wielomian Tn(x) posiada n zer w przedziale 〈�1,1〉

k = 0,1,...n-1 (4)

i n+1 ekstremów w tym¿e przedziale

      , k = 0,1,...n (5)

Wielomiany (2) s¹ ortogonalne w przypadku ci¹g³ym z iloczynem skalarnym

(6)

przy czym

(7)

natomiast w przypadku dyskretnym z iloczynem skalarnym

(8)

gdzie xk s¹ zerami wielomianu Tm+1(x), przy czym

(9)
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Je¿eli wprowadzimy zmienn¹ t przebiegaj¹c¹ przedzia³ 〈a, b〉, wówczas stosujemy pod-
stawienie

t = 0.5(a + b) + 0.5(b � a)x          (10)

Pochodn¹ wielomianu Czebyszewa Tn obliczamy na podstawie zale¿no�ci

Tn
, = nUn�1          (11)

Zasada tzw. minimaksu mówi, ¿e ze wszystkich wielomianów n-tego stopnia ze wspó³-
czynnikiem wiod¹cym równym 1 najmniejsz¹ normê maksymaln¹ w przedziale 〈1,1〉  ma
wielomian

Szereg Czebyszewa jednej i dwóch zmiennych

Funkcjê f(x) mo¿na aproksymowaæ szeregiem Czebyszewa w postaci (Björck, Dahlqu-
ist, 1987)

         (12)

W przypadku dyskretnym wspó³czynniki szeregu obliczamy z wzorów:

         (13)

Funkcjê F(x,y) mo¿na przybli¿aæ za pomoc¹ szeregu Czebyszewa w postaci (Leng, 1997)

         (14)

Wspó³czynniki szeregu (14) obliczamy za pomoc¹ wzoru

         (15)

gdzie ε=4 dla i ≠0 i j≠0, ε=2 dla i=0 i  j≠0 lub  i≠0 i j=0 oraz ε=1 dla i=0 i j=0. Wzory (12)�
(15) maj¹ zastosowanie w przypadku nierównomiernie roz³o¿onych punktów wêz³owych.

W praktyce mamy czêsto do czynienia z takimi przypadkami, ¿e posiadamy w rozwa¿a-
nym przedziale punkty równomiernie rozmieszczone oraz obliczone warto�ci funkcji w tych
punktach. Mo¿na wówczas zastosowaæ podej�cie przedstawione przez Lenga (1997).

W przypadku jednej zmiennej, je�li wêze³ xk le¿y pomiêdzy punktami xa,xb, w których
okre�lono warto�ci funkcji fa, fb wówczas interpolowan¹ warto�æ f(xk) mo¿na obliczyæ z
wzoru

         (16)
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gdzie
         (17)

Natomiast w przypadku dwóch zmiennych (x, y) warto�æ funkcji w wê�le obliczamy w
nastêpuj¹cy sposób: je�li wêze³ (xk,yk) le¿y wewn¹trz prostok¹ta okre�lonego przez punkty
xa,xb  oraz yc,yd, w których pomierzono warto�ci fa, fb, fc, fd wówczas do obliczenia warto-
�ci funkcji f(x, y) w wê�le mo¿emy zastosowaæ wzór

f(xk, yk) = 0.25(fa + fb + fc + fd) +
         (18)

+0.5(fd � fc +fb � fa)/(xb � xa) (xk � 0.5(xa + xb))+

+0.5(fd � fb +fc � fa)/(yb � ya) (xk � 0.5(ya + yb))

Zastosowanie wielomianów Czebyszewa
do aproksymacji odwzorowañ kartograficznych

Procedura zastosowania wielomianów Czebyszewa do aproksymacji odwzorowañ kartogra-
ficznych przedstawiona zostanie na prostym przyk³adzie odwzorowania azymutalnego równok¹t-
nego o postaci

         (19)

w którym parametry ϕ, λ oznaczaj¹ wspó³rzêdne geograficzne na sferze o promieniu R.
Skalê d³ugo�ci w tym odwzorowaniu przedstawia wzór

         (20)

Funkcjê (20) aproksymowano w przedziale ϕ ∈ 〈48ο, 54ο〉  obejmuj¹cym obszar Polski
szeregiem Czebyszewa w postaci

         (21)

Wspó³czynniki szeregu (21) wyznaczono tak, aby
najwiêkszy co do warto�ci bezwzglêdnej b³¹d by³
mniejszy ni¿ 1*10-9. Warunek ten jest spe³niony dla
szeregu 6 stopnia o wspó³czynnikach
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Warto�ci skali obliczone w punktach równoodleg³ych za pomoc¹ �cis³ego wzoru (20)
oraz szeregu (21) zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1

j m m
p

m-m
p

84 o 94715442398.3 41715442398.3 01-E5.3

94 o 98760008670.4 65760008670.4 01-E3.3

05 o 12580613472.4 45580613472.4 01-E3.3-

15 o 37299142784.4 53299142784.4 01-E8.3

25 o 10114022717.4 53114022717.4 01-E4.3-

35 o 62309811669.4 09209811669.4 01-E6.3

45 o 05779760632.5 98779760632.5 01-E9.3-

Odwzorowanie (19) aproksymowano za pomoc¹ szeregów

         (22)

         (23)

Przyjmuj¹c dok³adno�æ rzêdu 0.1 m dla wspó³rzêdnej x uzyskano nastêpuj¹ce wspó³-
czynniki cij wielomianu stopnia 5
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i 0= 1 2 3 4 5

j 0= 9795348.17171 844853133.025- 1959690916.93- 19386398991.0 94111806700.0 731030320000.0-

1 88395124.0341 6049418343.34- 43879682003.3- 16522156610.0 08857336000.0 24819100000.0-

2 0671040369.25 56476558406.1- 20300791221.0- 91135616000.0 66564320000.0 30170000000.0-

3 38093026240.2 58113498160.0- 78957217400.0- 07777320000.0 99409000000.0 47200000000.0-

4 62663156870.0 06842383200.0- 44564181000.0- 65519000000.0 58430000000.0 11000000000.0-

5 74811520300.0 04566190000.0- 95979600000.0- 12530000000.0 43100000000.0 400000000000.0-

W tabeli 2 zamieszczo-
no warto�ci wspó³rzêdnych
obliczonych z wzoru (20),
szeregu (21) oraz ró¿nice
pomiêdzy nimi.

j [o] l [o] ]mk[x x
p

]mk[ x-x
p

]mk[

84 41 9910.40161 8910.40161 1000.0

25 41 4711.35971 4711.35971 0000.0

45 41 7284.52091 6284.52091 1000.0-

84 81 3607.48751 2607.48751 1000.0

25 81 6931.79571 5931.79571 1000.0

45 81 8142.84681 7142.84681 1000.0

84 22 2194.88351 1194.88351 1000.0

25 22 2034.55171 2034.55171 0000.0

45 22 5841.08181 4841.08181 1000.0

Tabela 2
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W przypadku aproksymacji funkcji y uzyskano nastêpuj¹ce wspó³czynniki cij

c,
ji

i 0= 1 2 3 4 5

j 0= 42984162.4145 69132082.0561 6782358194.21- 39867189336.0- 43828893200.0 42240370000.0

1 731691010.154 081810964.731 22784675040.1- 16049018250.0- 83328991000.0 54480600000.0

2 8224281996.61 62619159980.5 60765825830.0- 31783559100.0- 07893700000.0 82522000000.0

3 73537530446.0 77776303691.0 84729584100.0- 22314570000.0- 43582000000.0 96800000000.0

4 25086897420.0 88896855700.0 38512750000.0- 08309200000.0- 99010000000.0 33000000000.0

5 91618359000.0 25527092000.0 66002200000.0- 96111000000.0- 24000000000.0 10000000000.0

W tabeli 3 zamieszczono warto�ci wspó³rzêdnych obliczonych z wzoru (20), szeregu
(21) oraz ró¿nice pomiêdzy nimi.

Tabela 3

j [o] l [o] ]mk[y y
p

]mk[ y-y
p

]mk[

84 41 1381.5104 1381.5104 0000.0

25 41 9412.6744 9412.6744 0000.0

45 41 6585.3474 6585.3474 0000.0

84 81 0267.8215 0267.8215 0000.0

25 81 2756.7175 2756.7175 0000.0

45 81 1181.9506 0181.9506 1000.0

84 22 0453.7126 0453.7126 0000.0

25 22 7342.1396 7342.1396 0000.0

45 22 8652.5437 7652.5437 1000.0

W przypadku zastosowania aproksymacji odwzorowania kartograficznego (19) szere-
giem Czebyszewa (22), (23) zniekszta³cenia odwzorowawcze wyznaczamy obliczaj¹c po-
chodne cz¹stkowe

         (24)

Pochodne (24) stanowi¹ podstawê do obliczenia warto�ci zniekszta³ceñ d³ugo�ci, pól i
k¹tów.
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Porównanie wyników uzyskanych
w aproksymacji jednostajnej i �redniokwadratowej

Uzyskane wyniki aproksymacji jednostajnej porównano z wynikami aproksymacji �red-
niokwadratowej. Do aproksymacji �redniokwadratowej zastosowano wielomiany ortogonal-
ne. Funkcjê f(x) aproksymowano szeregiem

         (25)

gdzie

         (26)

jest wielomianem potêgowym ortogonalnym. Wielomiany te mo¿na wyznaczyæ za pomoc¹
zwi¹zku rekurencyjnego (Ralston, 1971)

pj+1(x) = (x-aj+1) pj(x) � βj pj-1(x),  (j = 0,1,...),          (27)

gdzie

p0(x) = 1,    p-1(x) = 0

         (28)

         (29)

bk
(m)  = ωk /dkk          (30)

         (31)

         (32)

Opisan¹ powy¿ej metodê zastosowano do aproksymacji skali d³ugo�ci m

         (33)
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Najlepsze przybli¿enie uzyskano dla 6 stopnia wielomianu. Wyznaczono wspó³czynniki o
nastêpuj¹cych warto�ciach

b
0

1000-E71367674848019.9

b
1

1000-E90250112178467.9

b
2

0000+E19755554503443.1

b
3

1000-E19409586842110.2-

b
4

0000+E31401051953554.1

b
5

1000-E49085666357240.6-

b
6

1000-E54066791631707.2

W tabeli 4 zamieszczono warto�ci skali m obliczonej za pomoc¹ wzoru (20), skali mp
przybli¿onej za pomoc¹ wielomianu (33) oraz ró¿nice wyznaczone w wybranych równo-
odleg³ych punktach.

Porównuj¹c wyniki zamieszczone w tabeli 4 i w tabeli 1 widzimy, ¿e aproksymacja sze-
regiem Czebyszewa daje lepsze rezultaty. Przy takim samym stopniu wielomianu uzyskuje-
my wy¿sz¹ dok³adno�æ.

Odwzorowanie (19) aproksymowano szeregami w postaci

         (34)

         (35)

Wspó³czynniki aij, aij szeregu (34) i (35) wyznaczono metod¹ najmniejszych kwadratów.
Dla szeregu 5 stopnia okre�lonego wzorem (34) uzyskano nastêpuj¹ce wspó³czynniki aij

Tabela 4

j m m
p

m-m
p

84 o 94715442398.3 75615442398.3 01-E2.9

94 o 98760008670.4 02860008670.4 01-E2.3-

05 o 12580613472.4 19380613472.4 90-E3.1

15 o 37299142784.4 08399142784.4 90-E1.1-

25 o 10114022717.4 94114022717.4 01-E8.4-

35 o 62309811669.4 76109811669.4 90-E6.1

45 o 05779760632.5 36979760632.5 90-E1.2-
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W tabeli 5 zamieszczono warto�ci wspó³rzêdnej xp obliczonej za pomoc¹ szeregu (34)
oraz b³êdy wyznaczone w wybranych równoodleg³ych punktach.

a
ji

i 0= 1 2 3 4 5

j 0= 4775.1555- 0669.30542- 1849.32771 6021.26587- 6626.909451- 2948.325592

1 8060.90083 4031.292931 9409.45963- 1979.3585521 0454.4365691- 4236.1740001

2 3078.715301- 1723.044661- 4770.864673- 2586.4077163- 3422.0810809 9409.4769217-

3 8079.145931 5050.66031 2438.7828721 2928.2833283 7558.81039531- 5520.78810321

4 2603.42929- 8305.845801 9098.1396731- 9057.2931141- 0288.3150558 6969.2327768-

5 1890.54442 6169.28284- 1087.835494 3892.35242 8908.7636191- 4853.8878022

a
ji

i 0= 1 2 3 4 5

j 0= 2933.12743- 5893.04577 8502.413738- 7036.4567851 0035.304463- 4231.496832

1 1215.292632 1705.7019- 2151.2568051 5171.866713.2 9716.41218471- 815.24400121

2 1629.210075- 8829.533961- 6360.4401401- 1024.18301751- 3734.42340606 0879.00770734-

3 6650.093777 5154.746614- 3904.3505163 0154.91438631 9929.83769876- 6702.51799925

4 8488.890945- 7277.9728001 3751.7540016- 9730.3610982 1142.70813252 9991.85377142-

5 6890.098161 8685.821194- 7986.6966482 6110.9195774- 0085.38718- 7018.6959352

Dla szeregu (35) 5 stopnia uzyskano nastêpuj¹ce wspó³czynniki a′ij
W tabeli 6 zamieszczono warto�ci wspó³rzêdnych obliczonych z wzoru (19) szeregu

(35) oraz ró¿nice pomiêdzy nimi.
Porównuj¹c wyniki zamieszczone w tabelach 5, 6 oraz w tabelach 2, 3 widzimy, ¿e

aproksymacja szeregiem Czebyszewa zapewnia wy¿sz¹ dok³adno�æ. Przy takim samym stop-
niu wielomianu uzyskujemy wy¿sz¹ dok³adno�æ.

Tabela 5

j [o] l [o] ]mk[x x
p

]mk[ x-x
p

]mk[

84 41 9910.40161 6910.40161 3000.0

25 41 4711.35971 1811.35971 7000.0-

45 41 7284.52091 5184.52091 2100.0

84 81 3607.48751 8507.48751 5000.0

25 81 6931.79571 3041.79571 7000.0-

45 81 8142.84681 8042.84681 0100.0

84 22 2194.88351 9094.88351 3000.0

25 22 2034.55171 7034.55171 5000.0-

45 22 5841.08181 8741.08181 7000.0

Tabela 6

j [o] l [o] ]m[y y
p

]m[ y-y
p

]m[

84 41 1381.5104 1381.5104 0000.0

25 41 9412.6744 1512.6744 2000.0-

45 41 6585.3474 4585.3474 2000.0

84 81 0267.8215 0267.8215 0000.0

25 81 2756.7175 5756.7175 3000.0-

45 81 1181.9506 8081.9506 3000.0

84 22 0453.7126 0453.7126 0000.0

25 22 7342.1396 9342.1396 2000.0-

45 22 8652.5437 5652.5437 3000.0

,
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Podsumowanie

Opisana w artykule metoda aproksymacji jednostajnej stanowi alternatywê w stosunku
do stosowanej powszechnie metody aproksymacji �redniokwadratowej. Stosuj¹c szeregi
oparte o ortogonalne wielomiany Czebyszewa unikamy konieczno�ci rozwi¹zywania du¿ych
uk³adów równañ, co pozwala unikn¹æ wielu problemów numerycznych. Opisana metoda,
co widaæ na zamieszczonych przyk³adach, daje lepsze rezultaty pod wzglêdem dok³adno-
�ciowym od typowych metod stosowanych w aproksymacji �redniokwadratowej. Prosta
konstrukcja algorytmów stosowanych w obliczeniach jest dodatkowym atutem przemawia-
j¹cym za wyborem tej metody.
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Abstract

Usually the least square method is used for approximation of map projection. Determination of
polynomial coefficients requires solution of a complicated system of equations. It is possible to avoid
such a problem using orthogonal Chebyshev polynomials. This is a completely different method of
approximation, where the maximum difference between the value of the function and the value calcu-
lated from polynomial is minimized. In the paper, properties of Chebyshev polynomials approxima-
tions are presented as wall as their application to map projection approximation and comparison with
other methods of map projection.
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