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Wstep

Zwykle do aproksymacji odwzorowan kartograficznych wykorzystuje si¢ metode¢ naj-
mniejszych kwadratow. Wyznaczenie wspotczynnikow wielomiandw aproksymacyjnych
wymaga wowczas rozwiazywania skomplikowanych uktadow réwnan. Zastosowanie orto-
gonalnych wielomianoéw Czebyszewa pozwala na uniknigcie tych problemow.

Aproksymacje¢ wielomianami Czebyszewa okresla si¢ mianem aproksymacji jednostajne;.
Polega ona na przyblizeniu funkcji f{x) wielomianem 7 ,(x) w przedziale x € [@, b, w taki
sposob aby najwigkszy co do warto$ci bezwzglednej btad

E= gggg;l f()-T,(x) (1)
przy odpowiednim wyborze wspotczynnikow wielomianu 7, (x) byt mozliwie jak najmniej-
szy.

Jest to wigc nieco inne podejécie do aproksymacji niz w przypadku metody najmniej-
szych kwadratow.

W artykule zaprezentowane zostana wlasnosci wielomianéw Czebyszewa oraz ich zasto-
sowanie do aproksymacji odwzorowan kartograficznych. Ponadto przedstawione zostanie
poréwnanie wynikoéw aproksymacji jednostajnej oraz aproksymacji sredniokwadratowej od-
wzorowan kartograficznych.

Wielomiany Czebyszewa

Wielomiany Czebyszewa pierwszego rodzaju stopnia #» mozna zapisaé w nastepujacej
postaci (Paszkowski, 1975)



68 PAWEL PEDZICH

T,=1

T, =x

T,=2x*—1

7} - 2XTnfl - Tn72

Wielomiany Czebyszewa drugiego rodzaju maja nastgpujaca postac
Uy,=1

U =2

U, =4x—1

u=2xU_-U,

Wiasno$ci wielomianéw Czebyszewa

Wielomian 7, (x) posiada n zer w przedziale (31,10

i nt1 ekstreméw w tymze przedziale

krt
X'\, = C0S— , k=0,1,.n
n

Wielomiany (2) sa ortogonalne w przypadku ciaglym z iloczynem skalarnym

()jT f—

przy czym

O O dai#]j
(T.7,)= él’l dla i= j#0
@n dlai=j=0
natomiast w przypadku dyskretnym z iloczynem skalarnym

u [(RPk+1m[
T )= = —
) 2 T T (). % =cosg =20
gdzie x, sa zerami wielomianu 7, (X), przy czym

0 dlai# ]

(n.7)=

m+1) dla i= j#0
(m+1)

pislneels

m+1 dlai= j=0

(2)

3)

4

(5)

(6)

(7)

8)

)



APROKSYMACJA JEDNOSTAINA ODWZOROWAN KARTOGRAFICZNYCH 69

Jezeli wprowadzimy zmienna ¢ przebiegajaca przedziat [d, b[] wowczas stosujemy pod-
stawienie

t=0.5(a + b) +0.5(b — a)x (10)
Pochodna wielomianu Czebyszewa T, obliczamy na podstawie zaleznosci

I, =nU,, (11)
Zasada tzw. minimaksu mowi, ze ze wszystkich wielomianéw n-tego stopnia ze wspot-

czynnikiem wiodacym réwnym 1 najmniejsza norm¢ maksymalna w przedziale [1,100 ma
wielomian Zl_nTn

Szereg Czebyszewa jednej i dwoch zmiennych

Funkcje f(x) mozna aproksymowac szeregiem Czebyszewa w postaci (Bjorck, Dahlqu-
ist, 1987)

1 m
Fn=35+2 a7 (12)
J =
W przypadku dyskretnym wspotczynniki szeregu obliczamy z wzordéw:

10 0T () 03

m+1

c, =

Funkcje¢ F(x,y) mozna przybliza¢ za pomoca szeregu Czebyszewa w postaci (Leng, 1997)
n m

FOen)=3 5 aT(IT(Y
1=0 =

Wspotczynniki szeregu (14) obliczamy za pomocg wzoru

c=_ &  I% o (@m0 Oj(a+dnl
' (n+1)(m+1)é;|:(x“y) Wﬁ ﬁz(mj)ﬁ ()

gdzie &=4 dlai #0 1;#0, &=2 dla i=0 1 j#0 lub i#0 i =0 oraz &=1 dla i=0 i j=0. Wzory (12)—
(15) maja zastosowanie w przypadku nierdwnomiernie roztozonych punktéw weztowych.

W praktyce mamy czgsto do czynienia z takimi przypadkami, ze posiadamy w rozwaza-
nym przedziale punkty réwnomiernie rozmieszczone oraz obliczone wartosci funkcji w tych
punktach. Mozna wowczas zastosowaé podejscie przedstawione przez Lenga (1997).

W przypadku jednej zmiennej, jesli wezet x, lezy pomigdzy punktami x ,x,, w ktorych
okreslono warto$ci funkcji f,, f, wowczas interpolowang warto$¢ f(x,) mozna obliczy¢ z
wzoru

f(Xk):Wfa +(1_W)fb (16)

(14)
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gdzie
— 17

w=0.5 —1/[(xb -x, )(x, —0.5(x, - x, ))] a7)

Natomiast w przypadku dwoch zmiennych (x, y) warto$¢ funkcji w wezle obliczamy w
nastgpujacy sposob: jesli wezet (x,,y,) lezy wewnatrz prostokata okreslonego przez punkty
x,x, orazy,y, w ktorych pomierzono wartosci f, f,, f., f, wowczas do obliczenia warto-
Sci funkcji f(x, y) w wezle mozemy zastosowac wzor

fx, y) =025(F, +f, +f.+f)+

H0.5(F, — 1. +f, —f)/(x, — x,) (x, — 0.5(x, + x,))+

T0.5(f, — f, . = L), —¥,) (x, = 0.5(y, + )

(18)

Zastosowanie wielomianow Czebyszewa
do aproksymacji odwzorowan Kkartograficznych
Procedura zastosowania wielomianow Czebyszewa do aproksymacji odwzorowan kartogra-

ficznych przedstawiona zostanie na prostym przyktadzie odwzorowania azymutalnego réwnokat-
nego o postaci

X= RCOSHI+£ECOSA
4 20

y= RCOSHI+£EsinA
04 20

w ktorym parametry ¢, A oznaczaja wspotrzedne geograficzne na sferze o promieniu R.
Skale dtugosci w tym odwzorowaniu przedstawia wzor

[
CO% ¥ 2 @ (20)
cosp

Funkcje (20) aproksymowano w przedziale ¢ [J [48°, 54°[] obejmujacym obszar Polski
szeregiem Czebyszewa w postaci

(19)

1 n
m, z—co+zlchj 21
]:

Wspotczynniki szeregu (21) wyznaczono tak, aby
najwigkszy co do wartosci bezwzglednej btad byt
mniejszy niz 1*10°. Warunek ten jest spetniony dla | ¢ | -03870692874 | ¢, 0.00000019863
szeregu 6 stopnia o wspotczynnikach ¢, |0.00198673489 | ¢, |0.00000000837
¢, |0.00009564569

0.66942056584 | ¢, |0.00000442051
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Wartoéci skali obliczone w punktach rownoodleglych za pomoca $cistego wzoru (20)
oraz szeregu (21) zamieszczono w tabeli 1.

Tabela 1

0] m m m-m,

48° 3.89324451749 3.89324451714 3.5E-10
49° 4.07680006789 4.07680006756 3.3E-10
50° 4.27431608521 4.27431608554 -3.3E-10
51° 4.48724199273 4.48724199235 3.8E-10
520 4.71722041101 4.71722041135 -3.4E-10
53¢ 4.96611890326 4.96611890290 3.6E-10
54° 5.23606797750 5.23606797789 -3.9E-10

Odwzorowanie (19) aproksymowano za pomoca szeregow

X= Z Jicij-ri (¢)Tj (/\)

y= i ﬁclu T; (¢)TJ ()‘)

1=0 J=0

(22)

(23)

Przyjmujac doktadno$¢ rzedu 0.1 m dla wspotrzednej x uzyskano nastgpujace wspot-
czynniki ¢, wielomianu stopnia 5

; =0 1 2 3 4 5
=0 |17171.8435979 | -520.331358448 | -39.6190969591 | 0.19989368391 | 0.00760811149 | -0.000023030137
1 |1430.42159388 | -43.3438149406 | -3.30028697834 | 0.01665122561 | 0.00063375880 | -0.00000191842
2 |52.9630401760 | -1.60485567465 | -0.12219700302 | 0.00061653119 | 0.00002346566 | -0.00000007103
3 |2.04262039083 | -0.06189431185 | -0.00471275987 | 0.00002377770 | 0.00000090499 | -0.00000000274
4 0.07865136626 | -0.00238324860 | -0.00018146544 | 0.00000091556 | 0.00000003485 | -0.00000000011
5 1000302511847 | -0.00009166540 | -0.00000697959 | 0.00000003521 | 0.00000000134 | -0.000000000004
Tabela 2

W tabeli 2 zamieszczo- 0[] A L] x [km] x, [km] x-x, [km]

no wartosci wspofrzednych 48 14 16104.0199 | 16104.0198 0.0001

obliczonych z wzoru (20), 52 14 17953.1174 | 17953.1174 0.0000

szeregu (21) oraz roznice

pomiedzy nimi. 54 14 190254827 | 19025.4826 -0.0001

48 18 157847063 | 15784.7062 0.0001

52 18 17597.1396 | 17597.1395 0.0001

54 18 18648.2418 | 186482417 0.0001

48 2 153884912 | 15388.4911 0.0001

52 2 171554302 | 17155.4302 0.0000

54 2 18180.1485 | 18180.1484 0.0001
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W przypadku aproksymacji funkcji y uzyskano nastepujace wspotczynniki ¢
e, =0 1 2 3 4 5
J=0 |5414.26148924 |1650.28023196 |-12.4918532876 | -0.63398176893 | 0.00239882834 0.00007304224
1 |451.010196137 |137.469018180 |-1.04057648722 | -0.05281094061 | 0.00019982338 0.00000608445
2 116.6991824228 |5.08995191626 |-0.03852856706 | -0.00195538713 | 0.00000739870 0.00000022528
3 10.64403573537 [0.19630367777 |-0.00148592748 | -0.00007541322| 0.00000028534 0.00000000869
4 10.02479868052 |0.00755869888 |-0.00005721583 | -0.00000290380 | 0.00000001099 0.00000000033
5 10.00095381619 |0.00029072552 |-0.00000220066 | -0.00000011169 | 0.00000000042 0.00000000001

W tabeli 3 zamieszczono wartosci wspotrzednych obliczonych z wzoru (20), szeregu
(21) oraz réznice pomigdzy nimi.

Tabela 3
¢ [] ALl y [km] y, [km] y-y, [km]
48 14 4015.1831 4015.1831 0.0000
52 14 4476.2149 4476.2149 0.0000
54 14 4743.5856 4743.5856 0.0000
48 18 5128.7620 5128.7620 0.0000
52 18 5717.6572 5717.6572 0.0000
54 18 6059.1811 6059.1810 0.0001
48 22 6217.3540 6217.3540 0.0000
52 22 6931.2437 6931.2437 0.0000
54 22 7345.2568 7345.2567 0.0001

W przypadku zastosowania aproksymacji odwzorowania kartograficznego (19) szere-
giem Czebyszewa (22), (23) znieksztalcenia odwzorowawcze wyznaczamy obliczajac po-

chodne czastkowe
n m

%=y 3 ieUL0)0)
y, = - N |CIIJ Ui_1(¢)Tj (A)
; ':1%’ (24)
X, = 2 2 Cu JTI (¢ i‘l(A)
y, = f rj C'Il jTi (¢ j—l(/\)

Pochodne (24) stanowia podstawe do obliczenia warto$ci znieksztatcen dtugosci, pol i
katow.
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Porownanie wynikow uzyskanych
w aproksymacji jednostajnej i Sredniokwadratowej

Uzyskane wyniki aproksymacji jednostajnej porownano z wynikami aproksymacji $red-
niokwadratowej. Do aproksymacji sredniokwadratowej zastosowano wielomiany ortogonal-
ne. Funkcje f{x) aproksymowano szeregiem

m

F)=¥m=3 b™p(R (25)
(9=n=3 0" p
gdzie
i
pi ()= ; gy X (26)

jest wielomianem potegowym ortogonalnym. Wielomiany te mozna wyznaczy¢ za pomoca
zwiazku rekurencyjnego (Ralston, 1971)

Pj+1(x) = (x_aj+1) pJ(X) - ijj—l(x)’ (] = 0’1"")’ (27)
gdzie

P =1 p,x) =0

> % P (%)
Oy == (28)

Z Pz (%)

Z Pea (%)

b™ =w/d,, (30)
wk:;f_ipk()ﬁ) 31)

i = B (%) B () o

Opisang powyzej metode zastosowano do aproksymacji skali dtugosci m

m, = ij p,(#) (33)
£
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Najlepsze przyblizenie uzyskano dla 6 stopnia wielomianu. Wyznaczono wspotczynniki o
nastgpujacych wartos$ciach

9.91084847676317E-0001

9.76487121105209E-0001

1.34430545555791E+0000

)

-2.01124868590491E-0001

W)

1.45535915010413E+0000

N

-6.04275366658094E-0001

S

o |o|o|o|o |l o |lo

2.70713619766045E-0001

6

W tabeli 4 zamieszczono wartosci skali m obliczonej za pomoca wzoru (20), skali m
przyblizonej za pomoca wielomianu (33) oraz réznice wyznaczone w wybranych rowno-
odlegltych punktach.

Tabela 4

[0} m m, m-m,

48° 3.89324451749 3.89324451657 9.2E-10
49° 4.07680006789 4.07680006820 -3.2E-10
500 4.27431608521 4.27431608391 1.3E-09
S1° 4.48724199273 4.48724199380 -1.1E-09
520 4.71722041101 4.71722041149 -4.8E-10
53¢ 4.96611890326 4.96611890167 1.6E-09
540 5.23606797750 5.23606797963 -2.1E-09

Poréwnujac wyniki zamieszczone w tabeli 4 i w tabeli 1 widzimy, ze aproksymacja sze-
regiem Czebyszewa daje lepsze rezultaty. Przy takim samym stopniu wielomianu uzyskuje-
my wyzsza doktadnos¢.

Odwzorowanie (19) aproksymowano szeregami w postaci

x:iiaijq)‘}\j G4
=R

nom o (35)
y= ; ];alij¢l/\]

Wspotczynniki a;, a; szeregu (34) 1 (35) wyznaczono metoda najmniejszych kwadratow.
Dla szeregu 5 stopnia okreslonego wzorem (34) uzyskano nast¢pujace wspotczynniki a;
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; =0 1 2 3 4 5
J=0 | -34721.3392|  77540.3985| -837314.2058|  1587654.6307|  -364403.5300 238694.1324
1| 2362925121 -9107.5071| 1508652.1512)  2.317668.1715 -17481214.6179|  12100442.518
2 | -570012.9261| -169335.9288| -1041044.0636| -15710381.4201|  60604324.4373| -43707700.9780
3| 777390.0566| -416647.4515| 3615053.4093|  13683419.4510| -67896738.9299|  52999715.2076
4 | -549098.8848| 1008279.7727| -6100457.1573|  2890163.0379|  25231807.2411| -24177358.1999
5 | 161890.0986| -491128.5868| 2846696.6897  -4775919.0116 -81783.5800|  2539596.8107

W tabeli 5 zamieszczono warto$ci wspotrzednej x  obliczonej za pomoca szeregu (34)
oraz bledy wyznaczone w wybranych r(’)wnoodleglycﬁ punktach.

2 =0 1 2 3 4 5
J=0 -5551.5774 -24503.9660 17723.9481 -78562.1206 -154909.6266 295523.8492
1 38009.0608 139292.1304 -36954.9049 1255853.9791 | -1965634.4540 1000471.6324
2 -103517.8703 | -166440.3271 -376468.0774 | -3617704.6852 9080180.2243 | -7129674.9049
3 139541.9708 13066.0505 1278287.8342 | 3823382.8292 | -13593018.8557 | 12301887.0255
4 -92924.3062 108548.5038 | -1376931.8909 | -1411392.7509 8550513.8820 | -8677232.9696
5 24445.0981 -48282.9616 494538.7801 24253.2983 | -1916367.8098 2208788.3584

Dla szeregu (35) 5 stopnia uzyskano nastgpujace wspotczynniki a’,
W tabeli 6 zamieszczono warto$ci wspotrzednych obliczonych z wzoru (19) szeregu
(35) oraz roznice pomigdzy nimi.
Poréwnujac wyniki zamieszczone w tabelach 5, 6 oraz w tabelach 2, 3 widzimy, ze
aproksymacja szeregiem Czebyszewa zapewnia wyzsza doktadno$¢. Przy takim samym stop-
niu wielomianu uzyskujemy wyzsza doktadnos¢.

Tabela 5 Tabela 6
o1 ALl X [km] X, [km] x-x, [km] o7 Al y [m] y, [m] y-y, [m]
48 14 16104.0199 16104.0196 0.0003 48 14 4015.1831 4015.1831 0.0000
52 14 17953.1174 17953.1181 | -0.0007 52 14 4476.2149 4476.2151 -0.0002
54 14 19025.4827 19025.4815 0.0012 54 14 4743.5856 4743.5854 0.0002
48 18 15784.7063 15784.7058 0.0005 48 18 5128.7620 5128.7620 0.0000
52 18 17597.1396 17597.1403 | -0.0007 52 18 5717.6572 5717.6575 -0.0003
54 18 18648.2418 18648.2408 0.0010 54 18 6059.1811 6059.1808 0.0003
48 22 15388.4912 15388.4909 0.0003 48 22 6217.3540 6217.3540 0.0000
52 22 17155.4302 17155.4307 | -0.0005 52 22 6931.2437 6931.2439 -0.0002
54 22 18180.1485 18180.1478 0.0007 54 22 7345.2568 7345.2565 0.0003
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Podsumowanie

Opisana w artykule metoda aproksymacji jednostajnej stanowi alternatywe w stosunku
do stosowanej powszechnie metody aproksymacji sredniokwadratowej. Stosujac szeregi
oparte o ortogonalne wielomiany Czebyszewa unikamy konieczno$ci rozwiazywania duzych
uktadow rownan, co pozwala uniknaé¢ wielu probleméw numerycznych. Opisana metoda,
co wida¢ na zamieszczonych przyktadach, daje lepsze rezultaty pod wzgledem doktadno-
sciowym od typowych metod stosowanych w aproksymacji §redniokwadratowej. Prosta
konstrukcja algorytméw stosowanych w obliczeniach jest dodatkowym atutem przemawia-
jacym za wyborem tej metody.
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Abstract

Usually the least square method is used for approximation of map projection. Determination of
polynomial coefficients requires solution of a complicated system of equations. It is possible to avoid
such a problem using orthogonal Chebyshev polynomials. This is a completely different method of
approximation, where the maximum difference between the value of the function and the value calcu-
lated from polynomial is minimized. In the paper, properties of Chebyshev polynomials approxima-
tions are presented as wall as their application to map projection approximation and comparison with
other methods of map projection.
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