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Wstêp

Rozwój systemów informacji geograficznej powoduje zmianê roli odwzorowañ kartogra-
ficznych. Dane wektorowe mog¹ byæ gromadzone w bazach danych przestrzennych w
postaci zbiorów wspó³rzêdnych punktów na elipsoidzie odniesienia. Daje to mo¿liwo�æ dy-
namicznego doboru odwzorowania w zale¿no�ci od aktualnych potrzeb u¿ytkownika syste-
mu. Dlatego te¿ zadanie polegaj¹ce na poszukiwaniu nowych odwzorowañ kartograficznych
spe³niaj¹cych ró¿ne kryteria nabiera coraz wiêkszego znaczenia. Ponadto rozwój technologii
informatycznych u³atwi³ generowanie odwzorowañ kartograficznych wymagaj¹cych
skomplikowanych obliczeñ. Zaprogramowanie zadania odwzorowania kartograficznego,
spe³niaj¹cego nawet bardzo z³o¿one kryteria dotycz¹ce np. minimalizacji zniekszta³ceñ od-
wzorowawczych, jest stosunkowo ³atwe do wykonania.

W artykule przedstawiono pewne zagadnienia dotycz¹ce poszukiwania odwzorowañ kar-
tograficznych o minimalnych zniekszta³ceniach odwzorowawczych konstruowanych wg
ró¿nych kryteriów. Zaprezentowano pewne sposoby minimalizacji zniekszta³ceñ w odwzo-
rowaniach kartograficznych oraz przyk³ady odwzorowañ kartograficznych obszaru Polski
opracowanych wed³ug ró¿nych kryteriów co do rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych.

Rys historyczny problematyki poszukiwania odwzorowañ
o najmniejszych zniekszta³ceniach odwzorowawczych

Pierwsze prace nad rozwi¹zaniem problemu  poszukiwania odwzorowañ kartograficz-
nych o jak najmniejszych zniekszta³ceniach odwzorowaczych pojawi³y siê w wieku XIX
wraz z intensywnym rozwojem matematyki. W okresie tym kartografi¹ matematyczn¹ oraz
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problemem konstruowania odwzorowañ kartograficznych spe³niaj¹cych ró¿ne kryteria do-
tycz¹ce rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych zajmowali siê najwiêksi uczeni, m.in.
Gauss, Czebyszew, Lambert, Lagrange. W�ród prac po�wiêconych problematyce minimali-
zacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych na najwiêksz¹ uwagê zas³uguj¹ prace Tissota, Airy�ego
oraz Czebyszewa. Mia³y one ogromny wp³yw na rozwój wiedzy z zakresu kartografii mate-
matycznej oraz do dzi� stanowi¹ podstawê konstrukcji odwzorowañ kartograficznych i kry-
teriów minimalizuj¹cych zniekszta³cenia odwzorowawcze.

August Tissot w 1860 r. poda³ kryterium minimalizacji zniekszta³ceñ w odwzorowaniach
kartograficznych, a w 1881 r. przedstawi³ metodê konstrukcji odwzorowania o minimalnych
zniekszta³ceniach. Ograniczaj¹c siê do aproksymacji funkcji odwzorowawczych wielomia-
nami potêgowymi trzeciego stopnia przedstawi³ odwzorowanie zbli¿one do odwzorowania
konforemnego sto¿kowego i odwzorowania konforemnego stereograficznego.

W 1861 George B. Airy przedstawi³ ideê odwzorowania azymutalnego po�redniego po-
miêdzy odwzorowaniem konforemnym i odwzorowaniem równopolowym. Odwzorowanie
posiada³o minimalne zniekszta³cenia zgodnie z zaproponowanym kryterium ca³kowym (Bier-
nacki, 1949).

W 1853 r. rosyjski uczony Pafnutij Lwowicz Czebyszew sformu³owa³ twierdzenie o
�najlepszych� odwzorowaniach konforemnych posiadaj¹cych najmniejsze zniekszta³cenia li-
niowe. Poda³ przy tym kryterium, które pozwala minimalizowaæ oscylacjê zniekszta³ceñ
d³ugo�ci linii w ca³ym odwzorowywanym obszarze (Pêdzich, 2002).

Miary zniekszta³ceñ odwzorowawczych
oraz kryteria minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Badanie stanu rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych w regularnym odwzorowaniu
powierzchni w powierzchniê odbywa siê za pomoc¹ miar ró¿nego typu. Konstruuj¹c kryte-
rium odwzorowawcze opieramy siê równie¿ na specjalnie skonstruowanych w tym celu
miarach. Miary te mog¹ mieæ charakter lokalny lub globalny.

 Miary charakteryzuj¹ce stan rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Wszelkie miary zniekszta³ceñ odwzorowawczych mo¿na podzieliæ na:
m miary lokalno-kierunkowe, zale¿ne od po³o¿enia punktu i kierunku w tym punkcie,
m miary lokalne, zale¿ne tylko od po³o¿enia punktu,
m miary integralne, charakteryzuj¹ce stan rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych w

ca³ym dowolnie wyró¿nionym obszarze.

Wybrane miary lokalno-kierunkowe

Lokalno-kierunkowe miary zniekszta³ceñ w odwzorowaniu charakteryzuj¹ zniekszta³ce-
nie d³ugo�ci linii w danym punkcie i w wyró¿nionym kierunku. Zale¿¹ wiêc one od po³o¿enia
punktu i od kierunku w tym punkcie.

Do podstawowych miar lokalno-kierunkowych zaliczamy lokalno-kierunkow¹ skalê d³u-
go�ci, lub krótko skalê d³ugo�ci
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 (1)

gdzie ds i ds� s¹ to elementarne ³uki na powierzchni orygina³u i powierzchni obrazu w odwzo-
rowaniu kartograficznym.

Zale¿no�æ

z = µ � 1  (2)

wyra¿a wzglêdne lokalno-kierunkowe zniekszta³cenie d³ugo�ci.
Czasem stosuje siê lokalno-kierunkowe zniekszta³cenie d³ugo�ci jako logarytm naturalny

skali d³ugo�ci

z = ln µ  (3)

Wybrane miary lokalne

Miary lokalne charakteryzuj¹ zniekszta³cenia d³ugo�ci w danym punkcie odwzorowania i
nie zale¿¹ one od kierunku. Wyznaczane s¹ one na podstawie miar lokalno-kierunkowych.

Miary Airy�ego

 (4)

 (5)

gdzie m i n stanowi¹ ekstrema skali d³ugo�ci µ.

Miara Jordana

 (6)

Miary Kawrajskiego

 (7)

 (8)

Wybrane miary integralne

Miary integralne charakteryzuj¹ w sposób kompleksowy zniekszta³cenia odwzorowaw-
cze w pewnym wyró¿nionym podobszarze o polu S.

 (9)

gdzie e oznacza jedn¹ z  przedstawionych powy¿ej miar lokalnych,
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Kryteria minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Na podstawie miar zniekszta³ceñ odwzorowawczych mo¿na tworzyæ ró¿nego rodzaju
kryteria doboru odwzorowañ kartograficznych. Kryteria te maj¹ umo¿liwiaæ minimalizacjê
rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych w zadanym obszarze. Pos³uguj¹c siê nimi w ob-
rêbie ca³ego odwzorowywanego obszaru, poszukujemy postaci funkcji odwzorowawczych
spe³niaj¹cych zadane warunki.

Omawiane kryteria dzielimy na globalne, odnosz¹ce siê do odwzorowañ minimalizuj¹-
cych zniekszta³cenia odwzorowawcze na ca³ym odwzorowywanym obszarze oraz szczegó-
³owe, dotycz¹ce pewnej grupy odwzorowañ, w których dana krzywa lub krzywe odwzoro-
wywuj¹ siê ze sta³¹ skal¹.

Kryteria globalne stosowane s¹ zarówno do poszukiwania funkcji odwzorowawczych
nieograniczonych ¿adnymi warunkami dodatkowymi, jak równie¿ do poszukiwania funkcji
odwzorowawczych z ograniczeniami, tj. warunkami np. konforemno�ci lub równopolowo-
�ci. Kryteria szczegó³owe s¹ przewa¿nie stosowane do wyznaczenia odwzorowañ ze z góry
narzuconymi warunkami dodatkowymi.

Kryteria globalne

Kryteria globalne tworzy siê w oparciu o miary integralne zniekszta³ceñ odwzorowaw-
czych. Narzuca siê wówczas wymóg aby odwzorowanie spe³nia³o warunek minimum jednej
z miar integralnych.

         (10)

Wybrane kryteria szczegó³owe

Tego rodzaju kryteria w kartografii s¹ najczê�ciej stosowane. Stwarzaj¹ mo¿liwo�ci wpro-
wadzania dodatkowych warunków, takich jak np. równok¹tno�ci lub równopolowo�ci. We�my
pod uwagê np. odwzorowania, w których zadana krzywa odwzorowuje siê ze skal¹ równ¹
jeden. Takie odwzorowania s¹ w otoczeniu tych krzywych w przybli¿eniu izometryczne.
Je¿eli oka¿e siê, ¿e tych odwzorowañ jest nieskoñczenie wiele, mo¿na wówczas na te od-
wzorowania narzucaæ dodatkowe warunki.

Kryterium De L�Isle. Francuski astronom Joseph Nicolas De L�Isle w 1745 r. sformu-
³owa³ kryterium w postaci: dwa z góry wyró¿nione równole¿niki B = const o warto�ciach B1
i B2  powierzchni elipsoidy odwzorowuj¹ siê izometrycznie.

Kryterium Eulera. Matematyk szwajcarski Leonhard Euler w 1777 r. za¿¹da³, aby na
dwóch skrajnych i z góry zadanych równole¿nikach obszaru, skale (a tym samym i znie-
kszta³cenia) by³y jednakowe oraz aby na �rodkowym równole¿niku zniekszta³cenie liniowe
by³o równe zniekszta³ceniu liniowemu na równole¿nikach skrajnych, lecz wziêtych ze zna-
kiem przeciwnym. Ponadto zniekszta³cenie na równole¿niku �rodkowym osi¹ga minimum.
Kryterium Eulera zastosowa³ do odwzorowania sto¿kowego równoodleg³o�ciowego W. Wit-
kowski, st¹d czasem w literaturze mo¿na spotkaæ nazwê kryterium Witkowskiego.

Kryterium Kawrajskiego. Kryterium polega na ¿¹daniu aby na dwóch skrajnych rów-
nole¿nikach obszaru skale zniekszta³ceñ d³ugo�ci by³y jednakowe oraz skala zniekszta³ceñ na
równole¿niku �rodkowym osi¹ga³a minimum i by³a równa odwrotno�ci skali na po³udnikach
skrajnych.

min
1 == ∫
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Kryterium Czebyszewa. W 1853 r. P. L. Czebyszew sformu³owa³ twierdzenie o najlep-
szych odwzorowaniach. Kryterium  polega na zachowaniu sta³o�ci skali na brzegu odwzoro-
wywanego obszaru.

Sposoby minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Najprostszym sposobem zmniejszenia zniekszta³ceñ odwzorowawczych w odwzorowy-
wanym obszarze jest dobór parametrów odwzorowania definiuj¹cych przebieg linii zero-
wych zniekszta³ceñ, np. dobór wspó³czynnika skali m0 w odwzorowaniach konforemnych

x = m0 × f1 (B, L),    y = m0 × f2 (B, L)          (11)

Pomno¿enie funkcji odwzoro-
wawczych w odwzorowaniach kon-
foremnych, przez pewien sta³y
wspó³czynnik, powoduje zmianê roz-
k³adu zniekszta³ceñ odwzorowaw-
czych, przy jednoczesnym zachowa-
niu konforemno�ci odwzorowania.
Takie dzia³anie obrazowo mo¿na zin-
terpretowaæ jako przekszta³cenie od-
wzorowania kartograficznego pro-
wadz¹ce do uzyskania sieczno�ci
powierzchni obrazu wzglêdem po-
wierzchni orygina³u (rys. 1).

W innych typach odwzorowañ ni¿ konforemne problem doboru wspó³czynnika skali jest
nieco bardziej z³o¿ony. Pomno¿enie funkcji odwzorowawczych przez ten sam sta³y wspó³-
czynnik skali mo¿e spowodowaæ zmianê podstawowych w³asno�ci tych odwzorowañ. Dla-
tego te¿ chc¹c zachowaæ w³asno�ci odwzorowania stosujemy nieco odmienne zasady, np. w
odwzorowaniach równopolowych mo¿na zastosowaæ nastêpuj¹ce przekszta³cenie funkcji
odwzorowawczych

x = m0 × f1 (B, L),          (12)

powoduj¹ce zmianê rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych, przy jednoczesnym zacho-
waniu równopolowo�ci odwzorowania.

Pewne mo¿liwo�ci minimalizacji zniekszta³ceñ odwzorowawczych posiadaj¹ odwzoro-
wania uko�ne. Poprzez zastosowanie uk³adu azymutalnego na sferze mo¿na dokonaæ trans-
formacji odwzorowania kartograficznego normalnego do postaci odwzorowania uko�nego
powoduj¹c zmianê rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych w zadanym obszarze, przy
jednoczesnym zachowaniu podstawowych w³asno�ci odwzorowania, np. konforemno�ci
lub równopolowo�ci. Poprzez dobór odpowiednich parametrów dowi¹zania uk³adu azymu-
talnego do uk³adu geograficznego, definiuj¹cych wzajemne relacje pomiêdzy tymi uk³adami,
mo¿emy dodatkowo doprowadziæ do pokrycia siê linii zerowych zniekszta³ceñ odwzoro-
wawczych z pod³u¿n¹ rozci¹g³o�ci¹ danego obszaru, uzyskuj¹c w ten sposób znaczne zmniej-
szenie zniekszta³ceñ w odwzorowywanym obszarze (rys. 2).

Rys. 1.  Odwzorowania walcowe i sto¿kowe sieczne

0

1
y

m
= ( )2 ,f B L×
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W odwzorowaniach uko�nych jako
powierzchniê orygina³u wykorzystuje siê
sferê. W przypadku elipsoidy problem jest
bardziej skomplikowany.  Wówczas sto-
suje siê tzw. odwzorowania z³o¿one sta-
nowi¹ce po³¹czenie kilku odwzorowañ
kartograficznych. Odwzorowanie takie
realizowane jest w kilku etapach. W pierw-
szym etapie dokonuje siê odwzorowania
elipsoidy na sferê, nastêpnie na sferze
wprowadza siê uk³ad uko�ny, a nastêpnie
odwzorowujê siê sferê na p³aszczyznê
(rys. 3).

Kolejnym sposobem zmniejszenia
zniekszta³ceñ w odwzorowaniach kar-

tograficznych jest podzia³ powierzchni orygina³u na w¹skie strefy odwzorowawcze. Takie
rozwi¹zanie pozwala na uzyskanie stosunkowo niewielkich zniekszta³ceñ w obrêbie od-
wzorowywanego obszaru, jednak kosztem utraty ci¹g³o�ci odwzorowania. Nieci¹g³o�æ
powoduje konieczno�æ wykonywania transformacji pomiêdzy strefami odwzorowaw-
czymi.

Innym sposobem wykorzystywanym w kartografii jest ³¹czenie ró¿nych kryteriów od-
wzorowawczych. Przyk³adem takiego rozwi¹zania jest odwzorowanie Goode�a, które sta-
nowi kombinacjê odwzorowañ Sansona i Mollweidego.

 Jednak najwiêksze mo¿li-
wo�ci w zakresie minimaliza-
cji zniekszta³ceñ odwzoro-
wawczych uzyskuje siê po-
przez zastosowanie opisanych
wcze�niej (str. 92) kryteriów
minimalizacyjnych. Istnieje
szereg prac opisuj¹cych pro-
blem konstrukcji odwzorowañ
w oparciu o kryteria globalne i
szczegó³owe. Gdowski (1969)
przedstawi³ metodê konstruk-
cji odwzorowañ kartograficz-
nych wg kryterium Airy�ego z
zastosowaniem rachunku wa-
riacyjnego. W pracy (Balce-
rzak, Panasiuk, Pokrowska,
1995) wyprowadzono formu-
³y odwzorowawcze dla od-
wzorowañ sto¿kowych elipso-
idy w p³aszczyznê spe³niaj¹-
cych kryteria Kawrajskiego i
Eulera.

Rys. 2.  Odwzorowania uko�ne

 

Rys. 3. Odwzorowanie z³o¿one
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Minimalizacja zniekszta³ceñ
w odwzorowaniach konforemnych

Twierdzenie Czebyszewa jako podstawa konstrukcji odwzorowañ
kartograficznych konforemnych o minimalnych zniekszta³ceniach

odwzorowawczych

W 1853 r. rosyjski uczony Pafnutij Lwowicz Czebyszew (1821�1894) sformu³owa³ twier-
dzenie o �najlepszych� kartograficznych odwzorowaniach konforemnych posiadaj¹cych
najmniejsze zniekszta³cenia liniowe. Poda³ przy tym kryterium, które pozwala minimalizowaæ
oscylacjê zniekszta³ceñ d³ugo�ci w ca³ym odwzorowywanym obszarze. Wed³ug twierdzenia
Czebyszewa w klasie odwzorowañ konforemnych obszaru najmniejsz¹ oscylacjê logarytmu
naturalnego skali d³ugo�ci posiada odwzorowanie, w którym skala na brzegu obszaru jest
sta³a. Dowód tego twierdzenia poda³ w 1896r. D. A. Grawe.

W literaturze mo¿emy znale�æ wiele prac po�wiêcownych zagadnieniu tworzenia odwzo-
rowañ spe³niaj¹cych to kryterium. Urmajew (1962) wyznaczy³ odwzorowanie Czebyszewa
dla pó³kuli ograniczonej po³udnikami λ=�π/2 i λ=π/2. Warto�æ skali d³ugo�ci w tym odwzo-
rowaniu osi¹ga maksimum m = 1 na brzegu obszaru. Natomiast w �rodku obszaru ϕ=0, λ=0
osi¹ga minimum m = 1/2. Metoda zaproponowana przez Urmajewa nie ma charakteru ogól-
nego. Nie znajduje zastosowania w przypadku dowolnego obszaru.

Gdowski (1969) poda³ analityczn¹ metodê konstruowania odwzorowañ typu Czebysze-
wa w kole geodezyjnym. Rozwi¹za³ zagadnienie Dirichleta przy u¿yciu ortonormalnego uk³a-
du funkcji harmonicznych na brzegu obszaru. W innej pracy Gdowski (1971) poda³ uprosz-
czon¹ metodê konstruowania odwzorowania typu Czebyszewa w kole geodezyjnym w po-
staci szeregów potêgowych ograniczaj¹c je do wyrazów rzêdu trzeciego.

W 1953 roku, O.M. Miller opracowa³ zmodyfikowane odwzorowanie stereograficzne dla
Europy i Afryki. Wykonane mapy posiadaj¹ linie sta³ych zniekszta³ceñ w kszta³cie owali
(Snyder, 1987).

Lee zastosowa³ kryterium Czebyszewa do odwzorowania strereograficznego uko�nego
dla mapy Oceanu Spokojnego (Snyder, 1987).

Snyder (1987) opracowa³ zmodyfikowane stereograficzne konforemne odwzorowanie
48 Stanów Zjednoczonych, ograniczonych przez izoskalê o kszta³cie prostok¹tnym z za-
okr¹glonymi naro¿nikami.

Z kolei Bugajewski (1986) poda³ w zarysie sposób wyznaczenia odwzorowania typu
Czebyszewa metodami numerycznymi dla obszaru ograniczonego dowoln¹ krzyw¹ zamkniêt¹.

W pracy (Pêdzich, 2002) przedstawiono rozwiniêcie metody opracowanej przez Buga-
jewskiego oraz zastosowano j¹ do opracowania odwzorowania Czebyszewa obszaru Polski.
W metodzie tej funkcje odwzorowawcze aproksymuje siê szeregami potêgowymi zmiennej
zespolonej, których wspó³czynniki wyznacza siê metod¹ najmniejszych kwadratów.

Twierdzenie Czebyszewa stanowi podstawê tworzenia odwzorowañ kartograficznych o
minimalnych zniekszta³ceniach odwzorowawczych. Stanowi równie¿ punkt odniesienia dla
innych odwzorowañ konforemnych. Poprzez porównanie odwzorowañ kartograficznych
opracowanych wg ró¿nych kryteriów odwzorowawczych z odwzorowaniem Czebyszewa
mo¿na oceniæ warto�æ kryterium pod wzglêdem mo¿liwo�ci minimalizacji zniekszta³ceñ w
odwzorowywanym obszarze.
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Porównanie wybranych odwzorowañ kartograficznych konforemnych Polski
opracowanych wed³ug ró¿nych kryteriów

Powszechnie stosowanym w geodezji odwzorowaniem konforemnym jest odwzorowa-
nie Gaussa-Krûgera. Najczê�ciej jest to pewna modyfikacja tego odwzorowania polegaj¹ca
na  zastosowaniu odpowiedniego wspó³czynnika skali na po³udniku osiowym. W uk³adzie
�1992� stosuje siê jednostrefowe odwzorowanie Polski ze skal¹ na po³udniku osiowym
m0=0,9997 (rys. 4). W tym uk³adzie izoskale d³ugo�ci maj¹ postaæ linii prostych prawie
równoleg³ych do obrazu po³udnika osiowego, zniekszta³cenia osi¹gaj¹ najwiêksze warto�ci
na po³udniku osiowym 70 cm/km i na krañcach po³udniowo-wschodnich Polski osi¹gaj¹ ok.
90 cm/km.

Rys. 4. Odwzorowanie Gaussa-Krûgra, uk³ad �1992�

W odwzorowaniach sto¿kowych opracowanych wg kryteriów Kawrajskiego i Eulera
uzyskujemy niemal identyczny rozk³ad zniekszta³ceñ d³ugo�ci na obszarze Polski (rys. 5).
Izoskale maj¹ postaæ krzywych równoleg³ych do obrazów równole¿ników. Maksymalne
zniekszta³cenia d³ugo�ci wystêpuj¹ na po³udniu i pó³nocy Polski i wynosz¹ ok. + 65 cm/km.
S¹ one wiêc znacznie mniejsze ni¿ w jednostrefowym odwzorowaniu Gaussa-Krûgera.

W odwzorowaniu Roussilhe�a obszaru Polski ze wspó³czynnikiem skali w punkcie g³ów-
nym m0=0,9995 uzyskujemy rozk³ad zniekszta³ceñ odwzorowawczych, w którym izoskale
maj¹ postaæ zbli¿on¹ do koncentrycznych okrêgów o �rodku w punkcie g³ównym odwzoro-
wania (rys. 6). Maksymalne zniekszta³cenia d³ugo�ci w punkcie g³ównym odwzorowania
wynosz¹ �50 cm/km oraz na krañcach po³udniowo-wschodnich Polski ok. +60 cm/km.
St¹d widaæ, ¿e zniekszta³cenia w tym odwzorowaniu s¹ nieco mniejsze ni¿ w odwzorowaniu
sto¿kowym oraz znacznie mniejsze ni¿ w odwzorowaniu Gaussa-Krûgera.

Zastosowanie kryterium Czebyszewa pozwala wygenerowaæ odwzorowanie, w którym
izoskale d³ugo�ci uk³adaj¹ siê wspó³kszta³tnie do brzegu obszaru. W odwzorowaniu takim
uzyskujemy znaczne zmniejszenie zniekszta³ceñ odwzorowawczych, w odwzorowaniu Pol-
ski maksymalne zniekszta³cenia d³ugo�ci wynosz¹ ok. ± 36 cm/km (rys. 7).
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Rys. 5. Odwzorowanie sto¿kowe Polski wg kryterium Kawrajskiegi i Eulera

Rys. 6. Odwzorowanie Roussilhe�a obszaru Polski
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Minimalizacja zniekszta³ceñ
w odwzorowaniach równopolowych

W 1898 roku N. J. Cinger postawi³ hipotezê, ¿e twierdzenie Czebyszewa (udowodnione
dla odwzorowañ konforemnych) jest s³uszne równie¿ dla odwzorowañ równopolowych.
Jednak B. B. Kawrajski skonstruowa³ odwzorowanie, za pomoc¹ którego wykaza³, ¿e hipo-
teza Cingera jest nies³uszna (Gdowski, 1975).

Problem minimalizacji zniekszta³ceñ w odwzorowaniach równopolowych pozostaje na-
dal otwarty.

W 1968 r. G.A. Mieszczeriakow poda³ odwzorowania w nastêpuj¹cej postaci (Gdowski,
1975):

gdzie  ε � zniekszta³cenie k¹ta parametrycznego, µυ  µv � skale parametryczne.

Odwzorowanie opisane pierwszym uk³adem równañ nazwa³ odwzorowaniem równopo-
lowym pó³konformenym, za� dla drugiego przyj¹³ nazwê odwzorowania Eulera. Obie te
klasy uzna³ za najbardziej bliskie odwzorowaniom konforemnym, poniewa¿ w ka¿dym z
tych odwzorowañ zachowuje siê jeden z warunków konforemno�ci. Odwzorowania spe³-
niaj¹ce obydwa warunki s¹ odwzorowaniami izometrycznymi, nie posiadaj¹cymi zniekszta³-
ceñ. St¹d te¿ minimalizacja zniekszta³ceñ odwzorowawczych w odwzorowaniach równopo-
lowych oznacza d¹¿enie do uzyskania jak najmniejszych zniekszta³ceñ k¹tów.

Trudno uznaæ przedstawione odwzorowania za najbardziej zbli¿one do konforemnych.

Rys. 7. Odwzorowanie Polski wg kryterium Czebyszewa
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Przyk³adowo, odwzorowanie równopolowe walcowe spe³nia jedno z wymienionych kry-
teriów, a jednak nie mo¿na uznaæ go za najbli¿sze odwzorowaniom konforemnym, gdy¿
posiada bardzo du¿e zniekszta³cenia k¹tów.

Istnieje wiele ciekawych koncepcji dotycz¹cych mnimalizacji zniekszta³ceñ odwzoro-
wawczych w odwzorowaniach równopolowych. Ciekawym sposobem minimalizacji znie-
kszta³ceñ odwzorowaczych w odwzorowaniach równopolowych s¹ tzw. transformacje wie-
lomianowe istniej¹cych odwzorowañ kartograficznych (Canters, 2002). Wykorzystuj¹c tê
metodê Canters zaproponowa³ seriê zmodyfikowanych odwzorowañ równopolowych azy-
mutalnych dla Unii Europejskiej.

W pracy (Gdowski, 1975) podano kilka przyk³adów odwzorowañ równopolowych spe³-
niaj¹cych  kryteria integralne wyznaczonych w oparciu o rachunek wariacyjny.

Porównanie wybranych odwzorowañ kartograficznych równoplowych Polski
opracowanych wed³ug ró¿nych kryteriów

W odwzorowaniach równopolowych skala d³ugo�ci zale¿y od kierunku w danym punkcie.
Ponadto maksimum skali d³ugo�ci jest równe odwrotno�ci minimum skali d³ugo�ci. St¹d w
odwzorowaniach równopolowych badaj¹c zniekszta³cenia d³ugo�ci mo¿na ograniczyæ siê do
badania jednej ze skal ekstremalnych. W odwzorowaniach równopolowych d¹¿ymy do uzy-
skania jak najmniejszych zniekszta³ceñ k¹towych. Dlatego te¿ istotne znaczenie ma ich badanie.

Odwzorowanie walcowe równopolowe spe³nia jedno z kryteriów Mieszczeriakowa doty-
cz¹ce odwzorowañ pó³konforemnych. Jednak zniekszta³cenia odwzorowawcze d³ugo�ci w
takim odwzorowaniu s¹ bardzo du¿e. Przyk³adowo dla obszaru Polski maksymalne znie-
kszta³cenia d³ugo�ci wnosz¹ ok. 70 m/km na po³udniu i pó³nocy kraju (rys. 8). Maksymalne
zniekszta³cenia k¹towe wynosz¹ ok. 4°.

W odwzorowaniach sto¿kowych opracowanych wg kryteriów Kawrajskiego i Eulera
uzyskujemy niemal identyczny rozk³ad zniekszta³ceñ d³ugo�ci na obszarze Polski (rys. 9).
Izoskale maj¹ postaæ krzywych rów-
noleg³ych do obrazów równole¿ni-
ków. Maksymalne zniekszta³cenia
d³ugo�ci wystêpuj¹ na po³udniu i
pó³nocy Polski i wynosz¹ ok. + 60
cm/km. Maksymalne zniekszta³cenia
k¹tów wynosz¹ ok. 2�.

Interesuj¹ce wyniki uzyskamy
stosuj¹c odwzorowania z³o¿one. W
odwzorowaniu Polski z³o¿onym z
odwzorowania równopolowego
elipsoidy na sferê oraz sfery na p³asz-
czyznê uzyskamy maksymalne znie-
kszta³cenia odwzorowawcze rzêdu
ok. 55 cm/km. Rozk³ad zniekszta³-
ceñ w tym odwzorowaniu ilustruje
rysunek 10. Maksymalne zniekszta³-
cenia k¹tów wynosz¹ ok. 1,7�.

Rys. 8. Odwzorowanie walcowe równopolowe Polski
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Rys. 9. Odwzorowanie sto¿kowe Polski wg kryterium Kawrajskiego i Eulera

Rys. 10. Odwzorowanie równopolowe z³o¿one z odwzorowania równopolowego elipsoidy na sferê
oraz odwzorowania azymutalnego równopolowego sfery w p³aszczyznê
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Podsumowanie

Twierdzenie Czebyszewa rozstrzyga o problemie minimalizacji zniekszta³ceñ w odwzoro-
waniach konforemnych. W odwzorowaniach równopolowych problem minimalizacji znie-
kszta³ceñ jest otwarty. Problem poszukiwania odwzorowañ równopolowych o mo¿liwie
ma³ych zniekszta³ceniach d³ugo�ci nabiera szczególnego znaczenia w aspekcie praktycznych
zastosowañ odwzorowañ zwi¹zanych z obliczaniem pól wieloboków geodezyjnych na elip-
soidzie, zw³aszcza w dobie tworzenia wspó³czesnych systemów katastralnych. Prowadzone
s¹ równie¿ prace nad poszukiwaniem odwzorowañ równopolowych dla Unii Europejskiej.
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Abstract

The paper deals with map projection minimizing distortion problem. Main criteria of minimizing
distortion are presented and some examples of map projection constructed using different criteria are
shown. In conformal projection, the problem of minimizing distortions is resolved by Chebyshev
theorem. In equal-area projection the problem is still open, because of its possible application to
calculation of geodetic polygons. Moreover, a search is going on for the equal-area projection for EU.
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