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Wstep

Doktadne zbadanie whasnosci odwzorowania kartograficznego jest trudnym, lecz nie-
zwykle istotnym zadaniem umozliwiajacym jego pelne wykorzystanie w pracach geodezyj-
nych i kartograficznych. Wyznaczenie osobliwosci odwzorowania kartograficznego pozwa-
la ominaé pewne trudnosci zwigzane z jego globalnym zastosowaniem oraz unikna¢ btedow,
ktére mozna popetnié w trakcie jego uzytkowania. Doktadne zbadanie nieregularnosci od-
wzorowania wymaga najczg¢sciej wykorzystania nietypowych metod i algorytmow okresla-
nia wlasnosci danego odwzorowania. Typowe metody, stosowane w podobszarze regular-
nos$ci najczesciej zawodza.

Uktad wspotrzednych Soldnera oraz odwzorowanie Cassiniego-Solndera posiadaja istot-
ne znaczenie w pracach geodezyjnych wielu krajéw. Stosowane dotychczas metody oblicza-
nia wspétrzednych oraz okreslania wlasnosci uktadu Soldnera, a takze odwzorowania Cassi-
niego-Soldnera dotycza waskich, kilku stopniowych stref odwzorowawczych. Autorzy ar-
tykutu przedstawili, w wielu pracach, metodg¢ tworzenia oraz badania wlasnosci odwzoro-
wania Cassiniego-Soldnera calej elipsoidy, nie analizujac szczegdtowo jego osobliwosci. W
niniejszym artykule zostang przedstawione pewne osobliwosci wystepujace w odwzorowa-
niu Cassiniego-Soldnera na brzegu siatki kartograficznej. Sq one zwiazane z przebiegiem linii
geodezyjnej na elipsoidzie. Przedstawione w artykule rozwazania stanowia rozwinigcie wie-
dzy na temat uktadu wspotrzednych Soldnera na elipsoidzie, odwzorowania Cassiniego-Sold-
nera, a takze przebiegu linii geodezyjnej na elipsoidzie obrotowej sptaszczone;.
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Podstawowe pojecia dotyczace wspolrzednych Soldnera
oraz odwzorowania Cassiniego-Soldnera

Wspotrzedne Soldnera 771 £ powierzchni elipsoidy

7:7(B,L): acosBcosL’acosBsinL’a(l_ez)SinB
\/1 —e’sin’ B \/l —e’sin’ B \/1 —e’sin’ B

(1
(B.L)ew = {(B,L): Be (—%%) Le (—7[,7[)}

sq zdefiniowane (rys. 1) jako:
n — dlugos¢ tuku potudnika L=L,, taczacego punkty (B=0,L=L,) i P(B=B,L=L,),
¢ —dlugos¢ tuku linii geodezyjnej ortogonalnej do potudnika centralnego L=L , taczacego
punkty P (B, L) i P(B,L), gdzie P, jest jej punktem zwrotu na potudniku L=L,

Jezeli poprowadzimy zbior linii geodezyjnych ortogonalnie do potudnika centralnego L=L,,
o jednakowych dhugosciach, to konce tych odcinkéw utworza potudnik soldnerowski (rys. 2).
Wszystkie wymienione linie geodezyjne przecinaja potudnik soldnerowski pod katami pro-
stymi. Potudnik geograficzny dowolnego punktu oraz potudnik soldnerowski tworza kat y
zwany zbieznoscia potudnikowa soldnerowska.

Lo
1.0 L=const
Rys. 1. Wspétrzedne Soldnera na elipsoidzie Rys. 2. Potudnik soldnerowski oraz soldnerowska
obrotowej splaszczonej zbieznos$¢ potudnikow

Potudnik soldnerowski na elipsoidzie nie jest

krzywg ptaska (rys. 3). Punkty tworzace potu-

\ dnik soldnerowski w poblizu réwnika lezg bli-
oo zej ptaszczyzny potudnika centralnego niz punk-

\ ty w poblizu bieguna (Szpunar, 1982).
L=Lo L=Lo+90°  Rys. 3. Potudniki soldnerowskie na elipsoidzie
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Rys. 4. Siatka wspotrzednych Soldnera
na elipsoidzie

Potudniki soldnerowskie oraz linie geodezyjne prostopadle wychodzace z potudnika cen-
tralnego L=L, tworza siatk¢ uktadu wspotrzednych Soldnera (rys. 4).

Funkcje odwzorowawcze w odwzorowaniu Cassiniego-Soldnera elipsoidy obrotowej
sptaszczonej o rownaniu

F:[x:acosucosL,y:acosusinL,z:bsinu] , ®)
gdzie

tanuzmtanB, 3)
majq postaé

F’z[xzn(u,L),yz&f(u,L)} S

Wielkosci 77, £ mozna przedstawi¢ za pomocg zaleznosci (Pedzich, 2007)

vl o]

§=a\/l—ez\/l+e’2 sin® u, E[am(w,k),k}, (6)

gdzie symbolem E oznaczono calke eliptyczng drugiego rodzaju Legendre’a w postaci nor-
malnej, w ktorej

sinu PR 'sinu, . %

. b B e
sin, J1+e?sin® u,

cn (w,k) oznacza cosinus eliptyczny Jacobiego zmiennej w z parametrem k, natomiast
am (w,k) oznacza amplitud¢ zmiennej w z parametrem k.
Powyzsze formuly pozwalaja na odwzorowanie catej elipsoidy.

cn(w,k) =
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Rownanie linii geodezyjnej w funkcji jej punktu zwrotu P,

Réwnanie linii geodezyjnej we wspotrzednych zredukowanych ,L na powierzchni elip-
soidy okreslonej rownaniem (2) mozna zapisa¢ w postaci

a cos u sin A = const = c, ®)

gdzie ¢ € (—a,a ) oznacza pewnag stala. Kat kierunkowy 4 (Panasiuk, Balcerzak, Pokrowska,
1995) dany jest wzorem

E du +F
A=0 (F,,dr) = arctan —dL__ |, ©)
' H
gdzie
-2 2 2 ’
E=|r, :(axll—e cos u) ’
F=7-7 =0,
(10)
G= |F, |2 = (acos u)2 ’
H =|F, x7,| = a® cosu\1 - &’ cos” u .
Podstawiajac wspotczynniki (10) do (9) otrzymujemy zaleznos¢
1 _ 2 2
cot 4 = YLz cos udu an
cosu dL
Przyjmujac stata ¢ w postaci
.
c=acosu, sm;zacosuo (12)

L . d
oraz ograniczajac si¢ do przedziatu L € (L, L, + 7), 1 € (0, n), W kt(’)rym,—u <0, tzn. u
maleje gdy L rosnie, rownanie (8) mozemy napisa¢ w postaci dL

2
. ( cos u, )
V1-é’cos’u du _ cosu
cosu dL cosu,
cosu

(13)

Stad otrzymujemy réwnanie
_ 2 2
dL:_cosuO l—e"cos™ u du - (14)

2 2
COoS U | CoS 4,
cosu
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Parametr « linii geodezyjnej nie wychodzi poza przedziat u e (~u,.u,), u, <O%) )
Korzystajac z zaleznosci

1
cosy =————,
1 +tan” u (15)

rownanie (14) mozemy przedstawi¢ w postaci

t 2 2
dL = — cotu, 1-e 2+ tan ;/l du - (]6)
cosu \[1-cot” u, tan” u

Wprowadzajac zmienng v taka, ze
cos v = cot u, tan u, (17)

po obustronnym zrézniczkowaniu (17)

cotu,

dv =~ (18)

cos” usinv
oraz podstawieniu do (20) otrzymujemy rownanie

1-¢” +tan” u, cos’
L= |— "2 DR Y g, (19)
1+tan” u,cos v

lub po przeksztatceniu postaé

2
L= [1- ¢ dv - (20)
1+ tan® u, cos® v

Po obustronnym scatkowaniu (19) rownanie linii geodezyjnej na powierzchni elipsoidy
obrotowej sptaszczonej we wspotrzednych geodezyjnych zredukowanych u, L okreslone przez
punkt zwrotu P (u,L,) mozna przedstawi¢ w postaci

2

L—Lozj' - LA @n
1+tan” u, cos™ v

gdzie cos v = u tan u.

Celem rozwiktania problemu, w nastepnej kolejnosci, calke (21) rozwijamy w szereg
dwumienny.

Poniewaz

2
e

<e’e(0,1)> (22)
1+ tan® u, cos® v (0.1)

to pierwiastek wystepujacy we wzorze (21) daje si¢ rozwinaé w szereg dwumienny postaci
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1
: - kool = 1
\/l_ : => (1) * ]3 — 3)

2 2
l+tan”u,cos”v 15 (] + tan® u, cos’ v)

Po wprowadzeniu (23) do (21) otrzymujemy wzor

1
L-L=v+Y (-1 e*| 2|7, @4)
k=1 k
w ktorym
d
J, = Y (25)

-
(1 + tan” u, cos’ v)

Dalej zajmujemy si¢ rozwiazaniem catki J,. W tym celu wprowadzimy nowa zmienna w
taka, ze

w = tan v. (26)
Po zrézniczkowaniu (26) otrzymujemy
dv
dw=—. 27)
CoS Vv

Calka (25) po podstawieniu (26) i (25) przyjmie postaé
1

2 2
J, - cozs va’w2 i :_[ l1+tan” v —dw =
(1+tan u, cos v) [1+tan2u 1 j
“1+tan’v
1
2 1
:I l+w kdwzj —dw = (28)
5 1 1+w’ +tan’ u
I+tan” u, G | [ e
( 01+wz] (1+W )( 1+w? ]

(] +w’ )H

1 k
—+w’
cos” u,

Wystepujace w liczniku (28) wyrazenie przyjmuje postac

k-1 k-1
(1+w)k1:(1— 12 + 12 +w2] :([ 12+w2j—tan2u0] = (29)
cos” u, C€os” u, cos

k—r-1
k-1 P k -1 1
=> (-1 tan” u, | ——+w’
~ 7 cos” u,

-]
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Po wprowadzeniu (29) do (28) otrzymujemy zaleznos¢

k- k=1 oy 1 5 o & P k-1 2r
Jk:J. (-1) tan® u, m+w dw=>(-1) tan” u,J,, , (30)

7

€1y

Catke (31) mozemy rozwiaza¢ na podstawie wzoru rekurencyjnego (Fichtenholtz, 1962)

2 2m
cos”~ u, wcos™ u, 2m—1
= - C—+J, cos’ u, - (32)

2m (w2 cos” u, + l)m 2r

J,

m+l T

Stosujac wzor (32) do catki (31) otrzymujemy zalezno$¢ w postaci

- 1 : w - 2r —21 7, (33)
2rp (WZ +p2) 2rp
gdzie
1
cosu,
Wyraz J, w (5.36) dla r=1 przyjmuje startowa forme
J, = cos u,, arctan (w cos u,). (34)

Osobliwosci ukladu Soldnera na elipsoidzie

Na podstawie wzoru (21)

2
L—LO:I 1—%d\1,
1+tan” u, cos” v

gdzie cos v = cot u, tan u, obliczamy granice

limcosv = limcoty, tanu =1 = v=0

. . p/a
limcosv =limcoty, tanu =0 = VZE

u—0 u—0

. . . e V4
Oznacza to, ze parametr v przyjmuje wartos¢ v=0 przy u — u, oraz y = B przy u— 0
(rys.5).
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Rys. 5. Okreslenie warto$ci parametru v

L=Lo+90°

B=0°

Poniewaz granica mianownika (21)

lim (1 +tan” u,, cos® v (u, )) =1

1y —0

to

E . -
. [ e
301%(L—L0):6[ I_T dv=v+l-¢

2
0

Ponadto

lim (1 +tan® u, cos” v(u, )) =

0y
wige i

2 I
lim (L~ L) = Idv:v|05 =5
un~>5 0

Z powyzszych rozwazan wynika, ze wszystkie linie geodezyjne prostopadie do wybranego
potudnika centralnego na elipsoidzie przecinaja réwnik na ograniczonym odcinku zawartym po-
miedzy punktami o dtugosciach geodezyjnych od L = L, +90°V1—¢* do L=L, +90° (rys. 6).

Ten fragment odcinka réwnika mozna nazwa¢ biegunem uktadu Soldnera na elipsoidzie.

W przypadku elipsoidy GRS 80 dlugos¢ tego odcinka wynosi 33 591 m. Odcinki linii
geodezyjnych ortogonalnych do potudnika centralnego maja rozne dtugosci liczac od punktu
zwrotu do punktu przecigcia z rownikiem. Dtugosci tych odcinkdéw rosng wraz ze wzro-
stem szerokos$ci geodezyjnej punktu zwrotu. Dla punktu zwrotu lezacego na rowniku od-
cinek linii geodezyjnej stanowi fragment rownika liczony od potudnika =L do potudnika
L=1L,+90%1- e*.W przypadku elipsoidy GRS80 dtugosé tego odcinka réwnika liczo-
na od potudnia centralnego L=L,=0°do potudnika L =L, +90°V1— e’ =89°41'53,69"
wynosi 9 985 163 m. Dla punktu zwrotu lezacego w biegunie uktadu geodezyjnego linia
geodezyjna biegnie po potudniku L=L+90°. Dtugos¢ tego odcinka, czyli potowy potudnika
wynosi 10 001 965 m.
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N

Z powyzszych rozwazan wynika
pewien problem w jednoznacznym okre-
Sleniu przebiegu potudnikow soldnerow-
skich, ktore przecinaja rownik pomig-
dzy dlugoscia geodezyjna L = L, +90°
L=1L,+90°\1-e* aL=L; + 90. Lo

Potudniki te nie dadza si¢ w sposéb
jednoznaczny okresli¢. Ostatnim potu-
dnikiem soldnerowskim jednoznacznie
wyznaczalnym na elipsoidzie jest ten,

L=Lo+90°

L:L‘]+9oo '_l_el :

ktéry przecina rownik w punkcie o diu-

gosci geodezyjnej L = I, +90°v/1-e” B=0°
(rys.7). Rys. 6. Przecigcie rownika liniami geodezyjnymi
prostopadle wychodzacymi z potudnika centralnego

L=L,

Rys. 7. llustracja przebiegu ostatniego

L=1I,+90° jednoznacznie wyznaczalnego potudnika

- soldnerowskiego
L=1,+90%1-¢’ &

Badanie nieregularnosci odwzorowania Cassiniego-Soldnera
calej elipsoidy

W pracy (Pedzich, 2007) przedstawiono wlasnosci odwzorowania Cassiniego-Soldnera
calej elipsoidy. Pokazano m.in. rozktad znieksztatlcen odwzorowawczych oraz konstrukcje
siatki kartograficznej w odwzorowaniu elipsoidy GRS80. Elipsoida GRS80 charakteryzuje
si¢ bardzo matym sptaszczeniem, dlatego pewne wilasnosci odwzorowania nie zostaty tam w
sposéb szczegdlowy uwidocznione.

Dla doktadnego zbadania i zobrazowania nieregularnosci wystepujacych w odwzorowa-
niu Cassiniego-Soldnera nalezy przyjac¢ znacznie wigksze sptaszczenie (ewentualnie mimo-
$rod) elipsoidy. W niniejszym artykule dla dalszych badan przyjgto zatem mimosrod ¢=0,6.

W odwzorowaniu Cassiniego-Soldnera potudnik centralny L=L i potudnik L = L+ 180°
odwzorowuja si¢ na odcinek osi x uktadu wspdtrzednych prostokatnych plaskich. Pozostate
potudniki odwzorowuja si¢ na krzywe symetryczne wzgledem obrazu potudnika centralne-
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go. Réwnolezniki odwzorowuj¢ sie rowniez na krzywe symetrycznie wzgledem potudnika
L=L,

V(/) odwzorowaniu Cassiniego-Soldnera w sposéb nieregularny odwzorowuje sie rownik.

Rozwazania dotyczace przebiegu obrazu réwnika, mozemy ograniczy¢ do ptata elipsoidy
zawartego pomigdzy potudnikami L=L,=0° i L=L,+90°=90° oraz réwnikiem B=0°. Wow-
czas zauwazymy, ze odcinek réwnika pomiedzy potudnikami L, a L, = L, +90%1 —e* od-
wzorowuje si¢ na odcinek linii prostej. Natomiast fragment réwnika zawarty pomigdzy potu-
dnikiem L, = L, +90° /1 - e’a L,=L, + 90° odwzorowuje si¢ na pewna krzywa, stanowigca
brzeg siatki kartograficznej. Wynika to z podstawowej wiasnosci odwzorowania jaka jest
réwnoodleglosciowe odwzorowanie linii geodezyjnych prostopadle wychodzacych z potudni-
ka centralnego L=L, na linie rownolegte do osi y uktadu wspétrzednych prostokatnych pta-
skich oraz przeprowadzonych w niniejszym artykule badan nad przebiegiem tych linii na elipso-
idzie. Kazdy potudnik o dtugosci geodezyjnej od L € (L, = L, +90°/1—¢°, L, = L, +90°)
odwzorowuje si¢ na dwa odcinki tukéw krzywych.

Przyjmujac L,=0° oraz e=0,6 otrzymujemy L =72° oraz L,=90°. Obraz plata elipsoidy
dla e=0,6 ilustruje rysunek 8. Natomiast obraz catej elipsoidy przedstawiono na rysunku 9.

L=12=90°

60° L=80

50°

40°

10°
B=0°

L=0" 10° 20° 30° 40° 50° 60° 70°

Rys. 8. Nieregularny przebieg rownika w odwzorowaniu Cassiniego-Soldnera,
mimosréod elipsoidy e=0,6
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Rys. 9. llustracja siatki kartograficznej w odwzorowaniu Cassiniego-Soldnera (obrécona o 90°)

Odwzorowanie Cassiniego-Solndera jest odwzorowaniem rownoodlegltosciowym w kie-
runku linii geodezyjnych prostopadle wychodzacych z potudnika centralnego L=L,, odwzo-
rowujacych sie na linie proste rownolegte do osi y ukladu wspotrzednych prostokatnych
ptaskich. Potudniki soldnerowskie odwzorowuja si¢ na linie proste réwnolegle do osi x ukta-

du wspétrzednych prostokatnych ptaskich.

Obraz siatki uktadu Soldnera tworzy wigc w plaszczyznie odwzorowania siatke prosto-
katna. Na rysunku 10 przedstawiono obraz tej siatki linig ciagly na tle siatki kartograficzne;j
zaznaczonej linig przerywana. Linia pogrubiona zaznaczono obraz ostatniego jednoznacznie
wyznaczalnego potudnika soldnerowskiego. Z rysunku wida¢, ze w obszarze nieregularno-
Sci mozemy jedynie wyznaczy¢ fragmenty kolejnych potudnikéw soldnerowskich.

V L=L2=90°

/

|

70° ]

/

o I

/ L=80°

50° L

40°

sl N

Rys. 10. Obraz siatki oorl L

wspdtrzednych Soldnera

wraz z obrazem ostatniego 10°
jednoznacznie wyznaczalnego

B=0°

B=0°

potudnika soldnerowskiego Lo 0°

10°

' ‘ L=L1=72°
200 30° 40° 50° 60° 70°
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Podsumowanie

W artykule przedstawiono pewne osobliwosci wystepujace w uktadzie wspdtrzednych
Soldera na elipsoidzie oraz wynikajace z nich nieregularnosci obrazu catej elipsoidy w ptasz-
czyznie odwzorowania Cassiniego-Soldnera. Osobliwosci te zwigzane sa z przecigciami pew-
nych linii geodezyjnych elipsoidy z réwnikiem. Wystepuja one na odcinku réwnika elipsoidy
stanowiacym tzw. biegun uktadu wspétrzednych Soldnera. W odwzorowaniu Cassiniego-
Soldnera odcinek ten, tworzy brzeg siatki kartograficznej, odwzorowujacy si¢ nieregularnie.

Omodwione w artykule osobliwosci stanowig takze rozwinigcie wiedzy na temat przebie-
gu linii geodezyjnej na elipsoidzie.
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Abstract

In the paper, some peculiarities occurring in the Soldner coordinate system and irregularities in the
image of an ellipsoid in the Cassini-Soldner projection are presented. The peculiarities relate from
intersections of geodetic lines with equator. They appear on some section of equator, so called a pole
of the Soldner coordinate system. In the Cassini-Soldner projection that section is projected in the
irregular way and creates the edge of graticule.

dr hab. inz. Jerzy Balcerzak, prof. PW
j-balcerzak@gik.pw.edu.pl

dr hab. inz. Pawel P¢dzich
p.pedzich@gik.pw.edu.pl



