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W naukach matematycznych topologi¢ przedstawia si¢ wykorzystujac teori¢ grafow, ktéra
jest dziatem topologii algebraicznej zwigzanej z relacjami w zbiorach, systemami algebraicz-
nymi i strukturami. W systemach informacji przestrzennej (SIP) topologie zapisuje sie w
odpowiednich strukturach, sktadajacych si¢ z powiazanych tabel. Sposdb ich zapisu zostat
szczegotowo okreslony w normach (PKN, 2002; ISO, 19107) oraz w pracach (Bielecka,
2006; Eckes, 2006; Gazdzicki, 1990; Molenaar, 1998; Sullivan, Unwin, 2003; Urbanski,
1997). Ten tabelaryczny zapis mozna przeksztalci¢ w matematyczna forme grafu. W efekcie
topologig przestrzeni geograficznej oddajemy w postaci grafu geometrycznego, ktérego ele-
menty: wezly, krawedzie i obszary opisuja punkty, linie i powierzchnie. Model ten ujety w
formie macierzy zawiera relacje (topologie) migdzy punktami, liniami i powierzchniami (Le-
wandowicz, 2004, 2005, 2006; Lewandowicz, Batandynowicz, 2005).

W niniejszym artykule, postugujac si¢ prostym przyktadem, zaprezentuj¢ rézne modele
topologiczne danych przestrzennych, zbudowane w oparciu o jedne dane geometryczne.
Wykorzystujac teorig grafow (Wilson, 2000; Kulikowski, 1986; Cormen i in., 2007), przed-
stawiane modele pokazg w formie graficznej i macierzowej. R6znorodnos$¢ modeli wskazuje
na liczne sposoby interpretacji przestrzeni geograficznej, ktéra znajduje zastosowanie w za-
daniach analitycznych.

Jedng z wielu funkcji analitycznych jest poszukiwanie najkrotszej drogi migdzy dwoma
punktami w sieci, np. drogowej (Kulikowski, 1986). Takie analizy powszechnie wykonuje
si¢ w oparciu o topologi¢ sieciowa (ESRI, 2003; Autodesk, 2000; Bentley, 2000; Systherm
Info, 2006). Czasami istnieje potrzeba opisania drogi (mozliwosci przej$cia) migdzy obiekta-
mi niebedacymi elementami uktadu sieciowego, np. migdzy obiektami powierzchniowymi
lub punktowymi, ktére nie sa zwigzane z siecia drogowa, do ktérych nie dochodzi zadna
droga. Zaktadam, Ze jest to mozliwe. Tego zadania podjg¢tam si¢ i takie modele analityczne
przedstawiam w tej publikacji.
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Zapis danych przestrzennych za pomocg grafow

W pracy K. Eckesa (2006) przedstawiono wycinek mapy (rys. 1a) i zapis jej tresci w for-
mie modeli topologicznych: modelu elementarnego (rys. 1b) i tancuchowego (rys. 1¢). Omo-
wiona struktura zapisu danych jest dobrym wprowadzeniem do tresci mojego opracowania.
Prezentowany przyktad w formie fragmentu mapy (rys. la) wykorzystam do budowania
modeli topologicznych, opisujacych relacje migdzy obiektami geograficznymi.

Przedstawione dane graficzne (rys.la, b, c) zapisalam w formie uproszczonego grafu
(rys. 1d). Zapisy grafowe 1c i d sa topologicznie tozsame, obrazuja relacje miedzy elementa-
mi geometrycznymi (Chrobak, 2000; Engelking, Sieklucki, 1986). Przyjmijmy, ze model 1d)
stanowi podstawe¢ do budowania narzedzi analitycznych SIP. Zatozylam, ze mam zadanie,
ktére wigze si¢ z poszukiwaniem najkrétszej drogi od sitowni wiatrowej do jeziora. Poszuki-
wanie najkrotszej drogi w sieciowej strukturze jest typowym zadaniem analitycznym, po-
wszechnie stosowanym w dostgpnych narzedziach SIP. Poszukiwanie drogi migdzy obiekta-
mi niezwigzanymi ze struktura sieciowa jest juz bardziej skomplikowanym zadaniem. Po-
wszechnie w takich przypadkach stosuje si¢ analizy na danych rastrowych (ESRI, 2003;
Cichocinski, 2006). W oparciu o dane wektorowe mozna rozwigza¢ to zadanie. Wymaga to
zbudowania modelu analitycznego, ktéry wigzatby obiekty punktowe, liniowe i powierzch-
niowe w jedng sie¢. W tym celu musze wykorzysta¢ wyjsciowe dane i wykona¢ konwersje
ich do nowych form.
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Rys. 1. Zapisy przestrzeni geograficznej: a— w formie graficznej na mapie, b — za pomoca modelu
topologicznego elementarnego, ¢ —za pomoca modelu topologicznego tanicuchowego, d — za pomoca
uproszczonej formy modelu topologicznego (na podstawie: Eckes, 2006)
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Rys. 2. Zapis topologii danych przestrzennych w postaci grafu etykietowanego G

Zapiszmy model 1d) (rys. 1d) w formie grafu geometrycznego, etykietowanego, G (rys. 2)
z zadanymi identyfikatorami weztéw, krawedzi i obszaréw. W przedstawionym grafie G
wezly opisujq trdjstyki granic, punkty zalamania drogi i sitownie wiatrowe. Krawedzie G
odpowiadajg granicom uzytkéw i osiom drdg, a pie¢ obszarow opisuje kolejno las, jezioro i
trzy obszary rolne.

Przedstawione dane (rys. 2) mozna zapisa¢ w formach macierzowych (tab. 1): macierzy
sasiedztwa weztdw S, macierzy sgsiedztwa weztdw z krawedziami S, (w literaturze
okreslanej jako macierz incydencji I) i macierzy oczek-obszarow S, , przypisujacej kazde-
mu obszarowi graniczne krawedzie. Sg to podstawowe macierze opisujace graf geometrycz-
ny G. One odpowiadaja danym zawartym w tabelarycznych zapisach topologii w przyjetych
strukturach narzedziowych (Bielecka, 2006; Eckes, 2006; Gazdzicki, 1990; Molenaar, 1998;
Sullivan, Unwin, 2003; Urbanski, 1997).

Tabela 1. Podstawowe macierze opisujace graf geometryczny G: macierz sasiedztwa S, przedstawia
relacje migdzy weztami grafu G; macierz Sy,  przedstawia relacje migdzy weztami i krawedziami grafu G;

macierz S, . przedstawia relacje migdzy obszarami i krawgdziami grafu G
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Macierze S, S, 1, S, x Opisuja wybrane relacje migdzy weztami, krawedziami i obsza-
rami grafu. Macierz S informuje, ktére wezly sa poltaczone krawedzia. Jesli element macie-
rzy (s,) p przyjmuje wartos¢ /, to znaczy, ze wezly opisane identyfikatorami 7, j sa potaczone
krawedzia. Macierz S, . przypisuje weztom krawedzie, czyli element macierzy (s, ) i przyj-
muje wartos¢ /, jesli wezelt i stanowi wierzchotek krawedzi j. Kolejna macierz S, przypisu-
je obszarom krawedzie ograniczajace je. Element macierzy (s, ;) i przyjmuje wartos¢ 1, jesli
krawedz j stanowi granicg¢ obszaru i.

Zauwazmy, ze graf G (rys. 2) jest niespojny, wezty identyfikowane numerami 9 i 10 nie
sg powigzane z zadna krawedzia. Nazywa sie je wezlami swobodnymi. Widac to takze w
zapisach macierzowych w S, S, ., wiersze macierzy identyfikowane weztami o nume-
rach 9 i 10 zawierajq same zera.

Kowersja wyjsciowych danych do nowych form

Przedstawiony graf G (rys. 2) oraz jego zapisy macierzowe S, S, ., S, wykorzy-
stam do tworzenia nowych struktur zapisu topologii danych przestrzennych (Lewandowicz,
2007).

Zauwazmy, ze w oparciu o0 macierz S, ,, mozna okresli¢ graf sasiedztwa krawedzi G,
(rys. 3) opisany macierza S,. Mozna go uzyska¢ przez przemnozenie macierzy S, , i wyze-
rowanie wartosci diagonalnych uzyskanego iloczynu:

SK: ((Sw_K)T SW_K )'Diag((sw_K)T SW_K) s

gdzie Diag((S,,.)’S i) Jest macierza diagonalng o wyrazach rownych 2. Elementy macie-
rzy S, przyjmuja wartosci / lub 0: (s,) i rowny I okres$la, ze krawedzie grafu G identyfiko-
wane przez i, j bezposrednio sgsiaduja, majg wspolny wezet domykajacy te krawedzie.

Macierz S, ;. zawiera dane, ktore pozwalaja na wygenerowanie informacji o sasiedztwie
obszarow. Zapiszmy ja w macierzy S, i przedstawmy graficznie za pomoca G

S0: SO-K ( SO-K)T'Diag(So-K ( SO_K)T)s

gdzie Diag(S, (S, x )T) jest macierza diagonalna o wartosciach (sy);; Townych liczbie kra-
wedzi opisujacych obszar i. Na rysunku 4 przedstawiono graf G, w zapisie graficznym i
macierzowym.
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Rys. 3. Graf sasiedztwa krawedzi G przedstawiony graficznie i w formie macierzy S,
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Rys. 4. Graf sasiedztwa obszaréw G, przedstawiony graficznie i w formie macierzy S,

Graf G, zawiera krawgdzie, ktore mozna identyfikowa¢ z liniami granicznymi rozdziela-
jacymi dwa obszary. Przyréwnujac dane S,z S, ;, mozna okresli¢ identyfikatory krawedzi
grafu G,

(D-(ID=(Las)-(Jez) = 8, (ID-(IDH+ (Jez)-(Rol-1) =9,

(D-ID=(Las)-(Rol-1) = 7, (I)-(V)= (Rol-1)-(Rol-3) = 11,

(II)-(IV)=(Rol-1)-(Rol-2)= 10, (IV)-(V)= (Rol-2)-(Rol-3) = 12.

Taka interpretacja upowaznia do przedstawienia grafow G, G, . (rys. 5) jako pochod-
nych form G,,.

Jez
G, ) Go
Las =) I."I"\.—_ ?"J
oy 1
alhand
ey L Rol-1

Rys. 5. Przedstawienie graficzne sasiedztwa obszarow z liniami granicznymi rozgraniczajacymi te obszary
za pomocg modeli G, i G, opisanych macierzami S oraz S, . Model G zawiera obszary i linie
rozgraniczajace dwa obszary. Model G . zawiera dodatkowo granice zewnetrzne kompleksu obszarow

W oparciu 0 modele G, G, G, opisalam w macierzach sasiedztwo weztow S, krawedzi
Sy, obszarow S , oraz sasiedztwo wezlow z krawedziami S, ., obszarow z krawedzi S, 4.
Brakuje opisu sgsiedztwa obszaréw z weztami, czyli przypisanie kazdemu obszarowi we-
ztow stanowiacych punkty graniczne. Uzyskamy te dane poprzez dziatanie na wyj$ciowych
macierzach S, ., S, ., otrzymujac S,

Sow = Sox (Syx )7 2.

Otrzymang macierz S, ,, przedstawiono na rysunku 6.
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Rys. 6. Macierz S, ;, przypisujaca obszarom

1234687 8 010 wezly rozgraniczajace
Il 1 0000 11000
Il 1 1200 00 19 00 0
M o 11011110 0
¥ o oo 110010 0
¥ o011 00010 0
Macierze wyjsciowe (bazowe) S, S, ., S,.x oraz pochodne S, S, S,y mozna

uzupelnié transpozami macierzy:

(Syi)" = S
o)’ = S0,
Sow)" = B0

Jest to uzasadnione tym, ze relacje sq zwrotne (W-K)-(K-W). Przyjmijmy, ze jesli
(W-K)=(K-W) to mozemy je zapisaé jako (W<«>K). Wszystkie przedstawione wyzej macie-
rze zawierajg podstawowe dane topologiczne danych przestrzennych. Okreslono je na pod-
stawie uporzadkowanego rysunku mapy (rys. 1).

Model topologiczny S danych przestrzennych

Proponuje macierze bazowe i pochodne, okreslone wyzej, zapisa¢ w jednym modelu w
formie macierzy blokowej S (rys. 7).

Sy Spx Spo
S= SK w SK SK-O
Sow Sox  So

Macierz S jest macierza symetryczng o wymiarach (n x n), gdzie n jest sumg liczby
weztow, krawedzi i obszardw; w naszym przykladzie n=10+12+5=27. W modelu S wiersze
i kolumny sg etykietowane identyfikatorami weztéw, krawedzi i obszaréw grafu G. Model
topologiczny danych przestrzennych, opisany macierza S mozna przedstawi¢ graficznie w
postaci grafu G5, G5=f{G). Wezly grafu G° obrazuja wezty, krawedzie lub obszary grafu
wyjéciowego G. Nie pokaze G5 w formie graficznej, gdyz rysunek bylby mato czytelny,
zawieratby 27 wezkéw i 168 krawedzi. Przedstawig tylko przykladowe podgrafyG} grafu G5,
Gy < G’gdzie (, jest kombinacjg mozliwych invdeksc')w { K. O, (W-§). (K-W), (0-0), (0-W), (K-O)y
(O_K)}, Wb {y k.0 wor), weorkoo H0P. Grixoo €O 1 Gy ooymwormxon €0
opisane odpowiednimi wybranymi blokami macierzy S (rys. 8).

0 O 0 0 S, Suo

SK+(K<—>O) =10 S, SK-O ’ S(W(—)O)+(W<—>K)+(K<—>O)= SK-W 0 SK-O

0 SO- K 0 SO-W SK -0 0
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Rys. 7. Macierz blokowa S jako model topologiczny danych przestrzennych zobrazowanych
na rysunkach 1, 2
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Rys. 8. Wybrane relacje sasiedztwa migdzy obiektami punktowymi, liniowymi i powierzchniowymi
danych przestrzennych: a — graf G ,j (K o 0yOPisujacy sasiedztwo krawedzi i krawedzi z obszarami,
b — graf G(‘;QOHWQ K)+(K >0)0DIsUjacy sasiedztwa wezlow z obszarami, wezlow z krawedziami

i krawedzi z obszarami
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Przedstawione modele, G}2+(1<<—>0) ) G(AW<—>())+(W<—>K)+(K<—>()) tacza w sieci obiekty punktowe,
liniowe i powierzchniowe danych przestrzennych. W oparciu o te struktury sieciowe (rys. 8 b)
mozna okresli¢ droge (w grafie) miedzy np. jeziorem (II) a skrzyzowaniem drég (8), ale jest
za mato danych, aby wskaza¢ droge migdzy sitownia wiatrowq a jeziorem.

Wezly opisujace sitownie wiatrowe — jak zauwazono powyzej — sa elementami niespojny-
mi w grafie G. Takze w modelu S nie sq powigzane z zadnymi innymi obiektami. Chcac je
wprowadzi¢ do przedstawianych modeli, musimy mie¢ dodatkowe dane wygenerowane z
danych przestrzennych (geometrycznych, rys. 1a).

Wigzanie niespojnych danych (silowni wiatrowych)
z modelami bazowymi

Sitownie wiatrowe w grafie G sg opisane za pomoca weztéw swobodnych. Chcac je
uwzgledni¢ w przedstawianych modelach, nalezy je zwigza¢ mostami z elementami spoj-
nymi grafu G (weztami, krawgdziami lub obszarami). Mozna to zrobi¢ na rézne sposoby:
GG, .:G . | =flG) x={y o) Przyjmijmy, ze nasze mosty beda wiaza¢ wezly
swobodne z:

O najblizszym weztem sktadowej spdjnej grafu G,

O najblizszg krawedzig sktadowej spojnej grafu G,

O obszarem (oczkiem grafu), wewnatrz ktérego sa potozone.

Takie dane mozna otrzyma¢, wykonujac dziatania na danych geometrycznych. W tym
celu w SIP wykorzystuje si¢ typowe algorytmy: poszukiwania najblizszego punktu, krawedzi
i przeciecia (zawierania punktu na powierzchni). W oparciu o wyniki tych dziatanh mozemy
zmodyfikowaé wyzej przedstawione modele do nowych postaci:

m m m
GG ,,G. -Gl ,G,—>G ., zobrazowanych na rysunku 9.
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Rys. 9. Trzy sposoby wiazania weztéw swobodnych z elementami spdjnego grafu: a — z najblizszymi
weztami G — Gy, . b — z najblizszymi krawedziami G, — Gy, ¢ — z obszarami,
na ktorych sa potozone G, — G, _,
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Przedstawione modele zawieraja relacje topologiczne migdzy sitowniami wiatrowymi i
innymi sasiednimi obiektami oznaczonymi na mapie. Jedno z rozwiazan wprowadzg¢ do mo-
deli G} z rysunku 8.

Przyjetam, ze wezly swobodne najlepiej powiazac¢ z obszarami. Modyfikujac modele
G}ZH K0) G(SWHUHWHKH ko0 (rys. 8) uzyskalam nowe grafy (rys. 10), ktére moge wyko-
rzysta¢ do rozwigzania zatozonego zadania: okreslenia najkrétszych drég (przej$é) miedzy
sitownia wiatrowa (9) a jeziorem (II). Przedstawione grafy (rys. 10) przyjmuje jako modele
sieciowe wigzace obiekty geograficzne o rdéznej geometrii.
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Rys. 10. Zmodyfikowane modele G12+( Kooy 1 G(‘i;e()MWe K)-(k w0 (patrz rys. 8) uwzgledniajace
powiazanie weztéw swobodnych z obszarami

Poszukiwanie najlepszej, najekonomiczniejszej drogi wymaga przypisania odpowiednich
wag krawedziom graféw, uwzgledniajac cechy drogi i przyjete srodki komunikacji (Kuli-
kowski, 1986; ESRI, 2003; Lewandowicz, 2005; Cichocinski, 2006). W zaleznosci od wa-
gowania krawedzi grafu mozemy uzyska¢ w rozwiazaniu rozne mozliwe przejscia uwzgled-
niajace lub nie np. droge na skroty przez grunty orne. W oparciu o przyjete modele (rys. 10)
mozemy zapisa¢ drogi w grafie w formie digraféw (rys. 11)
np.: (9-1V-10-I11-9-11), (9-1V-10-11-3- 9-1I), (9-1V-10-6-7-8-11), (9-1V-10-6-1-8-1I),.

Algorytmy zwiazane z poszukiwaniem najkrétszej drogi w grafie sa powszechnie dostep-
ne w literaturze (Cormen i in., 2007) i serwisach internetowych. Najpopularniejsze z nich to
algorytm Dijkstry oraz Forda Bellmana.

Whioski koncowe

Umiejetnos¢ czytania mapy pozwala na okreslenie relacji przestrzennych migdzy obiekta-
mi geograficznymi. Dysponujac systemem informacji przestrzennej, powinnismy mie¢ moz-
liwos¢ uzyskiwania takich informacji automatycznie w wyniku procedur systemowych. Upo-
rzadkowane dane geometryczne opisujace obiekty geograficzne stanowig bazg wyjsciowa
do takich dziatan. Zbudowana topologia danych przestrzennych umozliwia opis topologiczny
obiektow geograficznych w formach przyjaznych wyszukanym analizom.

Powszechnie stosowany zapis danych topologicznych w strukturach tabelarycznych mozna
przeksztatci¢ w macierzowe zapisy graféw. Numeryczne przetwarzanie otrzymanych ma-



52 Elzbieta Lewandowicz

cierzy pozwala na uzyskanie nowych form topologii danych przestrzennych. Przyklady ta-
kich modeli przedstawiono wyzej. Model wyjsciowy G opisany macierzami S, S, ., S,
wynika z uporzadkowanych danych graficznych. Przeprowadzone konwersje modelu wyj-
Sciowego G do zaprezentowanych form G, G, G, ., G, G5, GycG'Gr, .G, ,G",

i przedstawionych zapisow macierzowych S, S, nie wyczerpuja mozliwosci modelowania
danych przestrzennych. Ta r6znorodno$¢ zapiséw topologii danych przestrzennych powin-
na wigzac si¢ z konkretnymi zadaniami analitycznymi.

Mozliwoséci dojscia z sitowni wiatrowej (9) do

b .,. jeziora (II):
i v" Rozwiazania preferujace drogi i granice uzytkéw
1)  9-1V-12-11-3-9-I
2)  9-IV-10-11-3- 9-II
: 3)  9-1V-10-6-1-8-11
P 4)  9-IV-10-6-7-8-I1
() @ 5)  9-IV-5-6-1-8-II
Yo 6) 9-1V-5-6-7-8-11
I
% v" Rozwiazania uwzgledniajace przejscie na skroty
£ Bl przez grunty orne
GE, (2) 1) 9-IV-10-111-9-11
P 2)  9-TV-10-T11-7-I1
E'IIZ‘:' 3)  9-IV-8-III-7-II
= 4)  9-IV-8-111-9-11

Rys. 11. Mozliwe drogi z sitowni wiatrowej (9) do jeziora (II) okreslone z modeli przedstawionych na
rysunku 10: a—rozwiazania preferujace drogi i granice uzytkow, b — rozwiazania uwzglgdniajace
mozliwosci przejscie (na skroty) przez grunty orne

W niniejszej pracy zalozono zbudowanie modelu sieciowego, taczacego elementy punkto-
we, liniowe i powierzchniowe, w celu poszukiwania drogi migdzy sitownia wiatrowa a jezio-
rem. Przedstawiono kilka modeli spetniajacych zatozony cel, okreslono mozliwe drogi mig-
dzy tymi obiektami.
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Summary

Spatial Information System (SIP) is a tool for conducting spatial analyses. Geometric data play an
important role in the tasks of this type, allowing to visualize space and to become the basis for
determining relations between geographical objects. These relations form spatial data typologies.
The spatial data typology in SIP is generally assumed as the structure of geometric data recordings
(Bielecka, 2006, Eckes, 2006, Gazdzicki, 1990; Molennar, 1998; Urbanski, 1997). Assuming specific
typological models, recordings of geometric data are arranged in the structures of relation base.
Arrangement of the data allows for their processing. Relations between geometric data constitute a
typology, providing the basis for construction of analytical tools in SIP (Eckes, 2006).

In this paper, examples are presented concerning conversion into new forms of typological data
created on the basis of arranged geometric data. In effect, relations between geographical objects are
obtained. Recoding of these relations in the form of a graph constitutes a mathematical model of
spatial data typology. In this paper, a graphic model from the Eckes s work (Eckes, 2006) was used,
where the foundations for spatial data recording in generally accepted typological models are expla-
ined. Recordings presented in the forms of a table and a graph (Eckes, 2006) were transformed into
new forms. Graphic examples contained in the work illustrate in a simple way the issues discussed.
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