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Wprowadzenie

Odwzorowania anamorficzne, ukierunkowane na plany szczegó³owe w du¿ych skalach,
badane s¹ szczególnie intensywnie od kilkunastu lat. Wcze�niej,  jeden z pionierów na tym polu,
Snyder (1987), tworzy³ globalne odwzorowania anamorficzne ca³ej sfery na p³aszczyznê. Dla
opracowañ w du¿ych skalach powsta³a jednak nowa grupa odwzorowañ anamorficznych,
tzw. techniki dystorsyjne. Techniki te transformuj¹ istniej¹ce ju¿ w zadanych odwzorowaniach
tre�ci map w uk³adzie xoy. Niezale¿nie od przyjêtej metodyki, zastosowanie odwzorowañ ana-
morficznych skutkuje powstaniem nowej mapy, w której jeden lub kilka wybranych podobsza-
rów jest przewiêkszone w stosunku do pozosta³ej czê�ci mapy oryginalnej.

W pracy przedstawione zostanie kilka charakterystycznych odwzorowañ anamorficz-
nych, mog¹cych mieæ zastosowanie do prezentacji we wspó³czesnych wy�wietlaczach i
szkicownikach elektronicznych (np. PDA).

Podstawowe za³o¿enia teorii
wybranych odwzorowañ anamorficznych

Trzy, wybrane do szczegó³owej analizy, charakterystyczne metody odwzorowañ ana-
morficznych pochodz¹ z grupy tzw. odwzorowañ dystorsyjnych. Zniekszta³caj¹ one istnie-
j¹ce tre�ci mapy w odwzorowaniu, w którym mapê wykonano. Lokaln¹ zmiennoskalowo�æ
w tej grupie odwzorowañ otrzymujemy poprzez przekszta³canie liniowych elementów mapy
za pomoc¹ odpowiednio dobranych funkcji transformuj¹cych. Przekszta³cenia te mo¿na sto-
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sowaæ wzd³u¿ jednej osi wspó³rzêdnych prostok¹tnych (przekszta³cenia jednowymiarowe),
wzd³u¿ obu osi (przekszta³cenia dwuwymiarowe) oraz w kierunkach radialnych od zadane-
go ogniska � punktu centralnego (przekszta³cenia radialne). Przekszta³cenia radialne stosun-
kowo dobrze zachowuj¹ ci¹g³o�æ ca³ego transformowanego obszaru. Dlatego te¿ w dalszej
czê�ci skupimy siê na tego typu przekszta³ceniach.

Powierzchniê oryginalnej mapy, przy za³o¿eniu ¿e jest to zobrazowanie pozbawione znie-
kszta³ceñ odwzorowawczych, opisuje ogólnie funkcja wektorowa

 (1)

w której tzw. zale¿no�ci biegunowe opisuj¹ce wspó³rzêdne prostok¹tne wyra¿aj¹ siê znany-
mi formu³ami

 (2)

gdzie a jest k¹tem kierunkowym liczonym prawoskrêtnie od przyjêtego kierunku pocz¹tko-
wego, a s odleg³o�ci¹ radialn¹ od ogniska. W celu uproszczenia wywodu ognisko przyjmijmy
w pocz¹tku uk³adu wspó³rzêdnych xoy. St¹d odleg³o�æ s, nie uwzglêdniaj¹ca przesuniêcia
pocz¹tku uk³adu x0y0, wyra¿a siê zale¿no�ci¹

 (3)

Now¹ odleg³o�æ radialn¹ s' otrzymujemy w wyniku odpowiednich, dla proponowanego
odwzorowania, przekszta³ceñ oryginalnej odleg³o�ci s. Wyraziæ j¹ mo¿na zale¿no�ci¹
                        .                          . Funkcja wektorowa opisuj¹ca powierzchniê nowej mapy
ma zatem postaæ

 (4)

Powy¿sze za³o¿enia przekszta³ceñ odleg³o�ci radialnych mapy w uk³adzie xoy bêd¹ w
dalszych rozwa¿aniach stanowiæ uniwersaln¹ kanwê dla wielu transformacji dystorsyjnych.
Funkcje te stanowi¹ ujednolicenie wielu koncepcji odwzorowañ bazuj¹cych na istniej¹cych
ju¿ mapach w zadanych odwzorowaniach.

Jedn¹ z dystorsyjnie zorientowanych technik prezentacji anamorficznych jest wy�wietla-
nie wieloogniskowe (polyfocal display), któr¹ zaproponowali Kadmon i Shlomi (1978). Funkcja
transformuj¹ca zastosowana dla odleg³o�ci radialnych ma postaæ

 (5)

gdzie a i c s¹ pewnymi sta³ymi.
Nastêpn¹, zaproponowan¹ przez Sarkara i Browna (1992) technik¹ dystorsyjn¹ jest tak

zwane �rybie oko� (fish-eye-lens). Efekt rybiego oka mo¿na spotkaæ na zdjêciach wykona-
nych aparatem z soczewk¹ szerokok¹tn¹, która pozornie powiêksza obrazy bliskich obiek-
tów, pomniejszaj¹c jednocze�nie obrazy obiektów dalszych. Wzory techniki rybiego oka
mog¹ byæ rozwa¿ane jako specjalny przypadek wy�wietlania wieloogniskowego. Ich dosto-
sowanie w celu transformacji odleg³o�ci radialnych przyjmuje formê
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 (6)

gdzie R jest maksymaln¹ przyjêt¹ do transformacji warto�ci¹ s w danym kierunku radialnym,
a d jest pewn¹ sta³¹.

Kolejn¹ interesuj¹c¹ technikê prezentacji anamorficznych zaproponowa³ Chryssoula Bo-
utoura (1994). Jest to odwzorowanie azymulatne logarytmiczne (LAP). Istota przedstawio-
nego tam rozwi¹zania polega na wykorzystaniu w³asno�ci funkcji logarytmicznej do okre�le-
nia nowego odwzorowania, bazuj¹cego na istniej¹cym ju¿ odwzorowaniu azymutalnym da-
nego regionu. Odleg³o�æ s'  wyra¿a siê zale¿no�ci¹

s' = s'(s) = (7)

Wszystkie wymienione przekszta³cenia skutkuj¹ przewiêkszaniem obrazu w otoczeniu
wybranego ogniska. Daje to nam mo¿liwo�æ ogl¹dania wiêkszych szczegó³ów w obszarze,
który znajduje siê w wybranym centrum naszego zainteresowania. Wybrany obszar mapy
przedstawiany jest w skali przewiêkszonej w stosunku do pozosta³ych czê�ci mapy, w któ-
rych, w zale¿no�ci od charakteru transformacji, skala jest mniejsza od oryginalnej lub pozo-
staje niezmieniona. Istnieje równie¿ mo¿liwo�æ uzyskania wieloogniskowej odmiany danego
odwzorowania.

Metodyka wyznaczania zniekszta³ceñ odwzorowawczych

Omówione techniki dystorsyjne bazuj¹ na strukturach istniej¹cych ju¿ map, traktuj¹c je
jako obrazy oryginalne pozbawione zniekszta³ceñ. Pierwotne odwzorowania obci¹¿one s¹ w
rzeczywisto�ci w³a�ciwymi dla danego typu odwzorowania zniekszta³ceniami odwzorowaw-
czymi, które w rozwa¿aniach nad odwzorowaniami anamorficznymi zostaj¹ przez autorów
jakgdyby pomijane. W pracy zbadany zostanie wp³yw wybranych transformacji na przedsta-
wienia kartograficzne w odwzorowaniu pierwotnym, traktowany jako nieobci¹¿ony wcze-
�niejszymi przekszta³ceniami geometrycznymi punkt wyj�cia.

Pochodne cz¹stkowe oraz pierwsze formy kwadratowe uk³adu ortogonalnego xoy mapy
pierwotnej opisanej funkcj¹ wektorow¹ (1) maja postaæ

 (8)

 (9)

Natomiast pochodne cz¹stkowe uk³adu ortogonalnego x'oy' mapy po przekszta³ceniu ana-
morficznym opisanej funkcj¹ wektorow¹ (4) przedstawiaj¹ zale¿no�ci
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         (10)

gdzie

         (11)

Ostatecznie, pochodne cz¹stkowe wektora (4) przyjmuj¹ postaæ

         (12)

Na podstawie teorii zniekszta³ceñ powierzchni odwzorowawczych (Panasiuk i inni, 1999),
lokalne zniekszta³cenia d³ugo�ci wyra¿one jako funkcja k¹ta kierunkowego A, liczonego pra-
woskrêtnie od kierunku x, wyra¿a siê zale¿no�ci¹

         (13)

gdzie
         (14)

przyjmuj¹ ostateczne postaci

         (15)

Badane odwzorowania anamorficzne nie cechuj¹ siê w³a�ciwo�ci¹ równok¹tno�ci ani
równopolowo�ci. Centralny punkt transformacji odwzorowuje siê bez zniekszta³ceñ we
wszystkich wymienionych typach transformacji.
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Dla dowolnego punktu P elementarna skala d³ugo�ci w kierunkach osi x' i y', które w
rozpatrywanym odwzorowaniu pokrywaj¹ siê z osiami x i y orygina³u, przyjmuje formu³y
.

         (16)

Deformacje liniowe w kierunku A = 0o i A = 90o, czyli w kierunku osi x' i y', które

pokrywaj¹ siê z kierunkami osi x i y, liczymy odpowiednio jako modu³y

         (17)

Ostatecznie deformacje liniowe w kierunku osi x' i y' przyjmuj¹ postaæ

         (18)

Maksymalne i minimalne warto�ci deformacji liniowych wyra¿aj¹ siê zale¿no�ciami (Pa-
nasiuk i inni, 1999)

         (19)

gdzie
         (20)

Na podstawie zale¿no�ci  (16) i (20) otrzymujemy

         (21)

         (22)
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         (23)

         (24)

         (25)

i po podstawieniu do (19) oraz stosownie do (2) otrzymujemy

         (26)

Maksymalne warto�ci zniekszta³ceñ liniowych otrzymujemy zatem w kierunku zmienno-
�ci k¹ta biegunowego a (w kierunku prostopad³ym do s), a minimalne w kierunku do niego
prostopad³ym a + 90o, (tj. w kierunku równoleg³ym do s).

Tabela 1. Zestawienie podstawowych zale¿no�ci dla wybranych odwzorowañ anamorficznych
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Tabela 1 przedstawia zale¿no�ci wyra¿aj¹ce odleg³o�æ radialn¹ s` po transformacji, wspó³-
czynnik powiêkszenia k oraz jego warto�æ k0 w ognisku dla trzech badanych odwzorowañ
anamorficznych. Warto�æ wspó³czynnika k0 w punkcie s = 0 okre�la nam powiêkszenie w
ognisku. Znaj¹c zale¿no�ci opisuj¹ce wspó³czynnik k0, mo¿emy wymusiæ ¿¹dan¹ wielko�æ
powiêkszenia w ognisku przez odpowiedni dobór wspó³czynników transformacji (a dla
wy�wietlania wieloogniskowego, d dla rybiego oka oraz a i R dla odwzorowania azymutalne-
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go logarytmicznego). W prowadzonych badaniach rozpatrzone zosta³y trzy przypadki: gdy
powiêkszenie w ognisku jest dwukrotne, trzykrotne oraz piêciokrotne.

Rysunki 1, 2 i 3 przedstawiaj¹ obrazy prostok¹tnej siatki wspó³rzêdnych xoy po wykonaniu
odpowiednich transformacji. Wymienione wspó³czynniki zosta³y dobrane tak, aby powiêksze-
nie w ognisku dla ka¿dego typu odwzorowania by³o porównywalne. Ma to na celu u³atwienie
porównania wyników otrzymanych z zastosowania ró¿nych rodzajów transformacji.

Rys. 2. Siatki w odwzorowaniu typu rybie oko (p. � powiêkszenie)

a = 0,25, R = 10 (p. 2x) a = 0,57, R = 10 (p. 3x) a = 0,33, R = 10 (p. 5x)

d = 1, R = 10 (p. 2x) d = 2, R = 10 (p. 3x) d = 4, R = 10 (p. 5x)

a = 1, c = 0,1 (p. 2x) a = 2, c = 0,1 (p. 3x) a = 4, c = 0,1 (p. 5x)

Rys. 1. Siatki w odwzorowaniu wieloogniskowym (p. � powiêkszenie)

Rys. 3. Siatki w odwzorowaniu azymutalnym logarytmicznym (p. � powiêkszenie)



64 Sylwia Garbarczyk-Walus

Rys. 4. Siatki w odwzorowaniu typu Rybie Oko (p. � powiêkszenie), gdy obszar poza okrêgiem
 o promieniu R  nie podlega transformacji

Rys. 5. Siatki w odwzorowaniu azymutalnym logarytmicznym (p. � powiêkszenie), gdy obszar
poza okrêgiem o promieniu R nie podlega transformacji

d = 1, R = 10 (p. 3x)d = 1, R = 10 (p. 2x) d = 2, R = 10 (p. 5x)

a = 0,25, R = 10 (p. 2x) a = 0,57, R = 10 (p. 3x) a = 1,33, R = 10 (p. x)

� � ���


 \[VVVV   

Zastosowane w tych trzech przypadkach transformacje zniekszta³caj¹ granice oryginal-
nej mapy tak, ¿e trac¹ one prostok¹tny kszta³t. Mo¿e siê to okazaæ percepcyjnie niepokoj¹ce
przy prezentacji map na prostok¹tnych wy�wietlaczach, gdy na obrze¿ach wy�wietlacza
pozostan¹ niewype³nione tre�ci¹ mapy obszary.

W przypadku transformacji typu rybie oko oraz odwzorowania azymutalnego logaryt-
micznego punkty le¿¹ce na okrêgu o zadanym promieniu s = R odwzorowuj¹ siê bez znie-
kszta³ceñ. Ta bardzo wa¿na cecha daje nam mo¿liwo�æ podzia³u transformowanej mapy na
dwa obszary � wewn¹trz oraz na zewn¹trz okrêgu o promieniu R. Transformacjê stosujemy
wtedy tylko w obszarze wewnêtrznym okrêgu, podczas gdy obszar zewnêtrzny pozostaje
niezmieniony. Dziêki temu otrzymamy ¿¹dane powiêkszenie w ognisku i jego s¹siedztwie,
jednocze�nie zachowuj¹c prostok¹tny kszta³t brzegów oryginalnej mapy (rys. 4 i 5).

Dla zaprezentowania elips zniekszta³ceñ odwzorowawczych wybrano punkty le¿¹ce na
osi ox. Za³o¿enie to przyjêto ze wzglêdu na fakt, ¿e dla transformacji radialnych

 (27)

maksymalne i minimalne zniekszta³cenia s¹ takie same dla danej warto�ci s, niezale¿nie od
k¹ta kierunkowego a. Analizuj¹c zniekszta³cenia punktów le¿¹cych na liniach prostych roz-
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chodz¹cych siê radialnie z przyjêtego ogniska mo¿na dobrze zrozumieæ specyfikê pojawiaj¹-
cych siê zniekszta³ceñ. Rysunki 6, 7 i 8 potwierdzaj¹, wskazane na podstawie analiz, kierunki
maksymalnych i minimalnych zniekszta³ceñ. Dla transformacji typu rybie oko oraz odwzo-
rowania azymutalnego logarytmicznego (tab. 2) widaæ, ¿e dla punktów na okrêgu o zadanym
promieniu R nie wystêpuj¹ zniekszta³cenia w kierunku biegunowym a  (pó³o� elipsy w tym
kierunku ma warto�æ równ¹ 1). W³asno�æ ta daje mo¿liwo�æ stosowania tych transformacji
tylko w obszarze ograniczonym promieniem R.

Dla lepszego zilustrowania rozk³adu zniekszta³ceñ odwzorowawczych dla wybranych
typów odwzorowañ anamorficznych zamieszczono dane liczbowe w tabeli 2.
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Tabela 2. Warto�ci maksymalnych i minimalnych zniekszta³ceñ dla wybranych punktów
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Rys. 6. Elipsy zniekszta³ceñ dla punktów w od-
wzorowaniu wieloogniskowym (p. � powiêksze-
nie). Jednostka osi elips zniekszta³ceñ równa jest
jednostce osi uk³adu xoy

a = 1, c = 0,1 (p. 2x)

a = 2, c = 0,1 (p. 3x)

a = 4, c = 0,1 (p. 5x)

Rys. 7. Elipsy zniekszta³ceñ dla punktów w od-
wzorowaniu typu rybie oko (p. � powiêkszenie).
Jednostka osi elips zniekszta³ceñ równa jest
jednostce osi uk³adu xoy

d = 1, R = 10 (p. 2x)

d = 2, R = 10 (p. 3x)

d = 4, R = 10 (p. 5x)

Rys. 8. Elipsy zniekszta³ceñ dla punktów w od-
wzorowaniu azymutalnym logarytmicznym
(p. � powiêkszenie). Jednostka osi elips znie-
kszta³ceñ równa jest jednostce osi uk³adu xoy

a = 0,25, R = 10 (p. 2x)

a = 0,57, R = 10 (p. 3x)

a = 1,33, R = 10 (p. 5x)
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Podsumowanie

Podjête na przestrzeni ostatnich lat badania nad odwzorowaniami anamorficznymi wska-
za³y pewn¹ drogê rozwi¹zania problemu dynamicznych prezentacji du¿ych ilo�ci informacji
nagromadzonych w pewnych czê�ciach mapy, a czasami utrudniaj¹cych selektywne �ledze-
nie i czytanie mapy (np. centra miast lub ich historyczno-zabytkowe dzielnice). W powy¿-
szym opracowaniu skoncentrowano siê na badaniach zniekszta³ceñ wywo³anych stosowa-
niem transformacji anamorficznych po przyjêciu za³o¿enia, ¿e mapy oryginalne s¹ obrazami
pozbawionymi zniekszta³ceñ odwzorowawczych. Takie podej�cie do tematu daje rozwi¹za-
nie cz¹stkowe, gdy¿ nie jest uzale¿nione od typu odwzorowania mapy bazowej. Aby efek-
tywnie wykorzystywaæ transformacje anamorficzne do zastosowañ in¿ynierskich, gdzie wa¿ne
jest odniesienie do rzeczywistego po³o¿enia obiektów, nale¿y kontynuowaæ podjête studia i
zbadaæ analitycznie zjawisko sk³adania zniekszta³ceñ odwzorowañ cz¹stkowych od powierzchni
orygina³u do przekszta³cenia anamorficznego uk³adu xoy mapy.
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Summary

The lack of uniform distribution of geographical, economic or social phenomena on the Earth surface
is natural. The concentration of objects or phenomena typical for some areas is inconsistent with
theoretical assumptions in cartographical study that their distribution should be uniform. The problem
with presentation of areas with diversified distribution of information occurs quite often. Good exam-
ples provide city centers and their historical districts. Responding to the need of presentation of that
kind of geographical space maps of wide range scales (so called anamorphical maps) were introdu-
ced. This paper concentrates on some important anamorphical projections, which can be used in
practice in the future, for example for typical surveying works. For analytical examination of the nature
of that kind of projection, the discussion about the distribution of distortions for selected anamorphical
projections was carried out. Test calculations were performed and numerical and graphic results let
us better know specific features of that kind of projections and realize what are their application
possibilities not only in graphic presentation, where efficient visualization is most important, but also
in engineering works.
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