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Wstep

Umiejgtno$¢ obliczania pdl wielobokow geodezyjnych, czyli takich ktérych bokami sg
odcinki linii geodezyjnych, ma istotne znaczenie w praktyce geodezyjnej i kartograficzne;.
Jednym z podstawowych zadan wykonywanych przez geodetow i kartografow jest oblicza-
nie pol roznych obiektow powierzchniowych takich jak gmina, wojewddztwo, obszary uzyt-
koéw gruntowych itp. Jezeli zadanie sprowadza si¢ tylko do powierzchni kuli lub ptaszczyzny
to rozwiazanie jest stosunkowo tatwe. Zadanie komplikuje sig jezeli za powierzchni¢ odnie-
sienia fizycznej powierzchni Ziemi przyjmiemy elipsoidg obrotowa. Mozemy wowczas ko-
rzysta¢ ze znanych w geodezji wzoréw na obliczenie pol powierzchni wielobokow geodezyj-
nych elipsoidalnych, ale majacych zastosowanie jedynie do niewielkich obszarow. W artyku-
le przedstawione sg propozycje metod obliczania p6l powierzchni, ktore moga by¢ stosowa-
nie dla dowolnych wielobokow geodezyjnych na elipsoidzie.

Wyznaczanie pol powierzchni wielobokow geodezyjnych
na elipsoidzie obrotowej splaszczonej
za pomoc3 trapezow elipsoidalnych

Pole trapezu elipsoidalnego ograniczonego réwnoleznikami B, B, i potudnikami L, L,
(rys.1) mozna w ogdlnosci przedstawi¢ za pomoca znanej catki
L2 BZ
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Rys. 1

Po scalkowaniu (1) wzglgdem L otrzymujemy
B,
P=(L2—L1)£MNcosBdB )
a nastepnie po przeksztatceniu (2) mamy
B,
cosBdB
P=a’(1-¢)(L- '1)1!—2 —
(1— € sin B)
Po rozwiazaniu catki (3) (Konig, Weise, 1951) otrzymujemy wzor
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Zalezno$¢ (4) moze by¢ wykorzystana do obliczania p6l wieloboku geodezyjnego elipso-
idy obrotowej, ktorego bokami sa odcinki linii geodezyjnych, metoda catkowania realizowa-
nego po jego obwodzie wykorzystujac doktadne obliczanie pola trapezu potudnikowo-row-
noleznikowego (Balcerzak, Gdowski, Panasiuk 1995).

Ze wzgledu na trudno$¢ analitycznego catkowania pola trapezu, ktérego jeden z bokow
jestodcinkiem linii geodezyjnej, wykorzystuje si¢ jego rozbicie na zbidr elementarnych trape-
z6w potudnikowo-réwnoleznikowych (1) oraz przeprowadzenie stosownego catkowania nu-
merycznego. Obliczanie pola wieloboku geodezyjnego sprowadza si¢ wowczas do obliczania
pol trapezéw elipsoidalnych ograniczonych réwnoleznikami i potudnikami oraz tukami linii
geodezyjnych.

Na podstawie rysunku 2 mozna zapropono-
waé¢ dwie metody obliczania pola P. Pierwsza
metoda polega na rzutowaniu wierzchotkéw i
bokéw wieloboku na wybrany rownoleznik, np.
B_., wzdhuz linii potudnika (rys. 3a). Otrzymany
zbidr pol trapezéw krzywoliniowych po zsumo-
waniu (z odpowiednimi znakami zaleznie od kie-
runku catkowania) tak jak to ma miejsce przy
Lmin obliczaniu powierzchni na ptaszczyznie xOy, daje
nam poszukiwane pole wieloboku P.

Bmin

Rys. 2
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Druga, alternatywna i kon-
trolna metoda polega na rzu-
towaniu bokéw wieloboku na
wybrany potudnik, np. L .
(rys. 3b). Poniewaz nalezy
przewidywacé, ze odcinek li-
nii geodezyjnej pomiedzy dwo-
ma punktami wieloboku moze
zawiera¢ punkt zwrotu tej li-
nii to nalezy zbadac i ewentu-
alnie wyznaczy¢ ten punkt i Rys. 3
jezeli ma to miejsce, rozbié
dany bok na dwa odcinki tworzace w ten sposéb dwa trapezy. Nastgpnie obliczamy pole
wieloboku metoda sumowania pol odpowiednich obszaréw ograniczonych rownoleznikami i
potudnikami oraz tukami linii geodezyjnych. Pola te obliczamy metoda catkowania nume-
rycznego zaleznego od przyjecia stosownego przyrostu AL w pierwszej metodzie lub AB w
drugiej metodzie.

Podstawowym zagadnieniem numerycznym jest wigc badanie przebiegu linii geodezyjnej
oraz konstruowanie odpowiedniego ciagu podzialow normalnych danego tuku linii geodezyj-
nej.

Niezbedna jest znajomo$¢ metod przenoszenia wspotrzednych na elipsoidzie oraz metod
okreslania wspotrzednych geodezyjnych punktu zwrotu linii geodezyjne;.

Wyznaczajac pola wielobokéw krzywoliniowych elipsoidalnych nalezy zauwazy¢, ze skta-
daja si¢ na nie oprécz pol trapezdéw poludnikowo rownoleznikowych takze pola trojkatow
AP, lezacych pomigdzy gorna podstawa trapezu potudnikowo-rownoleznikowego a linia
geodezyjna. Dla wyznaczenia pola takiego trdjkata nalezy wigc obliczy¢ pole trapezu potudni-
kowo-rownoleznikowego AP, ., ograniczonego rownoleznikami B i B, a nastgpnie pole
AP, trojkata krzywoliniowego z wzoru

N _cosB 5
n n AP ( )

n,ml

AP, =
N,cosB, + N,,, cosB,,

Obliczanie pol powierzchni wielobokow geodezyjnych
elipsoidalnych z wykorzystaniem trojkatow sferycznych

Podstawa wyznaczenia pola wieloboku geodezyjnego elipso-
idalnego w tej metodzie jest jego podzial na elementarne trojkaty
geodezyjne (rys.4).

Przyjmuje sig, ze wierzchotki trojkatow geodezyjnych elipso-
idalnych stanowia wierzchotki trojkatow sferycznych (rys. 5),
czyli dla kazdego wierzchotka ¢=B, A=L. Promien sfery dla kaz-
dego trojkata wyznaczamy w nastepujacy sposob

Rys. 4
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R=yMN ©
=2(R+ R+ R) @

gdzie M, N — promienie krzywizn glownych w wierzchotkach trojkata.

Po(bah Trojkaty sferyczne rozwiazujemy stosujac odpo-
_2(‘18)2 LZ) wiednie twierdzenia trygonometrii sferycznej. Na-
=([B2L2) stepnie, majac warto$¢ nadmiaru sferycznego, obli-
czamy pola tych trojkatéw. Suma pol trojkatow sfe-
rycznych daje przyblizone pole wieloboku geodezyj-
nego.
P1($p1A1) P3($3A3)
=(B1,L1 —(Ra
( ) =(BsL3) Rys. 5

Obliczanie pol powierzchni wielobokow elipsoidalnych
z wykorzystaniem odwzorowania rownopolowego
elipsoidy na kule

Podstawa tego wariantu jest zastosowanie odwzorowania rownopolowego elipsoidy na
sfer¢ (Abdulhadi 2003) (rys. 6)

2 1_e2 . . 8
¢(B)=arcsin%a ( : )D sm|'3 L1 InD1+es.|nB[I[H, A=l (8)
g 2R Bl— €si’ B 2e - esin B%
odwzorowanie réwnopolowe
kula

elipsoida

Rys. 6
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Promien sfery R dobieramy w taki sposob,
aby rownoleznik B przechodzacy przez $rodek
Bs wieloboku geodezyjnego odwzorowat si¢ izome-
trycznie (rys.7). Warto$¢ tego promienia wyzna-
czamy z zalezno$ci

Rys. 7

(2 1o g0 sinB, 1 Oiresing O _ .
(R) (N COSZ %)RZ 4d(l é) _eZSinZ%-erlngm%—O()

Wielobok geodezyjny elipsoidalny zastgpujemy wielobokiem geodezyjnym sferycznym, a
nastgpnie wyznaczamy katy wierzchotkowe w tym wieloboku a, i=1,2,3...n, gdzie n ozna-
cza liczbe wierzchotkow. Pole wieloboku sferycznego liczymy na podstawie nast¢pujacego
wzoru

P:E‘iai —7T(n—2)ER2 (10)

Obliczanie pol powierzchni wielobokow elipsoidalnych
z wykorzystaniem odwzorowania rownopolowego
elipsoidy na plaszczyzne

Podstawa tej metody jest zastosowanie rownopolowego odwzorowania elipsoidy na ptasz-
czyzng (rys. 8)

odwzorowanie rownopolowe

elipsoida N ptaszczyzna

X=X(B,L)
Y=Y(B,L) /’"(X‘Y)

Rys.8
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Mozemy tu zastosowaé proste rownopolowe odwzorowanie stozkowe o postaci

Y = p(B)sin(c(L- L))
= p(B)coy o L- L)

(1D

Z warunku rownopolowosci dP’=dP otrzymujemy rownanie rozniczkowe

-cp dp _ MN cosB

dB
po rozwiazaniu ktérego otrzymujemy
2C 2
p= %259
C Cc

gdzie
B
S(B) =I MNcos tdt
0
Rozwiazanie catki (14) ma postac

_az.(l—ez)D sinB 1 |+esinBO
s(B)= 2 Bl—e2 sir? B+7e|n| - esin $E

B-

B

Rys. 9

Warunek ten zapisujemy w postaci
M (B)=p (B)=10

cp(B) __(B) _,
N(B)cosB N(B) cosB

(12)

(13)

(14)

(15)

State C 1 ¢ w (13) wyznacza-
my z warunku, aby dwa réwno-
lezniki o znanej szeroko$ci geo-
dezyjnej B, i B, przechodzace
przez dany wielobok geodezyjny
odwzorowaty si¢ izometrycznie

(rys.9).

(16)

Z powyzszych rownan otrzymujemy poszukiwane state

ol N?(B,)cos’ B,— N°( B) co$ B
2 S(8)- 9 B)

C= 1 NZ(B%COS2 BZ+S(

=5 B)

(17)
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Poniewaz odwzorowanie jest rownopolowe oraz redukcje odwzorowawcze pol na ogra-
niczajacych bokach sa mate mozemy przyjac, ze pole wieloboku geodezyjnego elipsoidalne-
go jest rowne polu jego obrazu i obliczy¢ je na podstawie ogdlnego wzoru

P=%((><l-xz)(>a+ w)+H(%= %) (ut W+ (x= Y v+ Y) (18)

Jezeli redukcje odwzorowawcze pdl na bokach wieloboku nie sa zaniedbywalne, musimy
dodatkowo obliczy¢ ich warto$ci stosujac odpowiednia procedurg korekcyjna.

Redukcje pol wynikajace z krzywoliniowego obrazu
linii geodezyjnej w odwzorowaniu kartograficznym

W dowolnym odwzorowaniu kartograficznym elipsoidy obrotowej sptaszczonej o row-
naniu

acosBcosL acosBsinL a(l—ez)sinB

F=F(B,L)= : :
\/l—e2 sin’ B \/l—e2 sin’ B \/1—62 sin’ B
: (19)
- . T _
(B,L)ew = {(B,L).B € ( oy ),L €) n,n)}
w plaszczyzng obrazu o réwnaniu
F'=F'(B,L)=[x=x(B,L),y=y(B,L) (20)

Elementarne pole AP na elipsoidzie wiaze si¢ z elementarnym polem AP’ w odwzorowa-

niu kartograficznym zaleznoscia

AP’
AP =— 21
p
gdzie

p= ak
H

— elementarna skala znieksztatcen pol,
H’, H —wyrdzniki pierwszej formy kwadratowej powierzchni obrazu i oryginatu.

Redukcja odwzorowawcza pola A’F (rys. 10) zawartego pomigdzy obrazem linii geode-
zyjnej w odwzorowaniu kartograficznym a cigciwa na pltaszczyznie odwzorowania wyraza
si¢ aproksymacyjnym wzorem

A'E =AiD5 0:525|n25 O 22)
4 H sin” o E
gdzie As” — dtugos¢ cigciwy P’ P,’ oraz d = 0,5(3,,+9,,) jest srednig wartoscia katow
redukcyjnych na koncach odcinka.
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- TryBaLy

y

Rys. 10

Wyznaczanie warto$ci 0. katow redukcyjnych wynika z nastgpujacego rozumowania.
Majac dane wspotrzedne elipsoidalne wierzchotkow wieloboku geodezyjnego obliczamy azy-
muty jego bokow. Odpowiedniki topologiczne azymutéw 4,4, (rys. 10) obliczamy z defini-
cji

’ . d}_"" ’ s df,
L=I, L=L,

Ly
gdzie d_r_F'E+r'

I
d. ®dL *

tzn. z Wzorow
r,

r, dr
rBX—

dL

T
o

dL

sgnAL

24

tanA' = .
.

i analogicznie ich odpowiedniki redukcyjne w ptaszczyznie obrazu z wzorow

I xa8'|sgnAL D . E]FB' x8"|sgn (-AL) O
I, ,ln D 4 tanA. = I, Ln D (25)
Ig [AS [B=B 0 Ig |AS (B8
L=l, L=L,

=

B H o AL

L

B
L2

~EOOad

tanA’ = él

Przy czym As” — wektor cigciwy obrazu linii geodezyjnej As’.
Pochodna % obliczamy z wzoru (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995).

dB _ Hcot A- F _ MNcosBcotA_ N cosB cotA (26)
dL E M? M
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Katy redukcyjne 9,, oraz d,, obliczamy jako réznice odpowiednikéw redukcyjnych i
obrazowych odpowiednich azymutow

O, = A1" - Ail oraz O, = A2" - Az' . (27)
Podsumowanie

W artykule przedstawiono teoretyczne podstawy obliczania pdl wielobokow geodezyj-
nych na elipsoidzie. Zaproponowano cztery metody obliczania pdl wielobokow elipsoidal-
nych. Pierwsza metoda polega na przyblizaniu pola wieloboku za pomoca potudnikowo-
rownoleznikowych trapezow elipsoidalnych, w drugiej metodzie wielobok przybliza si¢ ele-
mentarnymi trojkatami sferycznymi, trzecia bazuje na odwzorowaniu réwnopolowym elip-
soidy na kule, w czwartej natomiast wykorzystano odwzorowanie rownopolowe elipsoidy w
ptaszczyzng. Pokazano takze redukcje pol zawartych pomigdzy krzywoliniowym obrazem
linii geodezyjnej a jego cigciwa w dowolnym odwzorowaniu kartograficznym. Przedstawio-
ne metody sa alternatywnymi pozwalajacymi na poréwnanie i kontrolg wartosci p6l oblicza-
nych wielobokéw. Obliczenia pol w plaszczyznie odwzorowania, nawet jesli uwzgledniamy
redukcje odwzorowawcze, powinny byz zawsze kontrolowane innymi niezaleznymi meto-
dami. Oprocz warto$ci poznawcezej problematyka tego typu pojawia si¢ w przypadkach
konieczno$ci obliczania powierzchni kraju, wojewodztw, powiatow i gmin oraz wzajemnego
wrownania powstajacych niezgodnosci. Prace tego typu okresowo sa realizowane przez
Gloéwny Urzad Geodezji i Kartografii.
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Summary

In the paper theoretical bases of area calculation of geodetic polygons on an ellipsoid are presented.
Several methods are described. The first one is based on approximation of a polygon by elementary
trapezoids delineated by parallels and meridians. The second method uses approximation of an ellipso-
idal polygon by elementary spherical triangles. In the third method an equal-area projection of ellipsoid
onto sphere is employed. The forth method uses an equal-area projection of ellipsoid onto plane. In the
fifth method reduction of area located between curved image of geodetic line and its chord is presented.
The methods described provide competitive and more general solutions than those presented in
literature which are applicable only to small ellipsoidal areas.
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