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Wstêp

Umiejêtno�æ obliczania pól wieloboków geodezyjnych, czyli takich których bokami s¹
odcinki linii geodezyjnych, ma istotne znaczenie w praktyce geodezyjnej i kartograficznej.
Jednym z podstawowych zadañ wykonywanych przez geodetów i kartografów jest oblicza-
nie pól ró¿nych obiektów powierzchniowych takich jak gmina, województwo, obszary u¿yt-
ków gruntowych itp. Je¿eli zadanie sprowadza siê tylko do powierzchni kuli lub p³aszczyzny
to rozwi¹zanie jest stosunkowo ³atwe. Zadanie komplikuje siê je¿eli za powierzchniê odnie-
sienia fizycznej powierzchni Ziemi przyjmiemy elipsoidê obrotow¹. Mo¿emy wówczas ko-
rzystaæ ze znanych w geodezji wzorów na obliczenie pól powierzchni wieloboków geodezyj-
nych elipsoidalnych, ale maj¹cych zastosowanie jedynie do niewielkich obszarów. W artyku-
le przedstawione s¹ propozycje metod obliczania pól powierzchni, które mog¹ byæ stosowa-
nie dla dowolnych wieloboków geodezyjnych na elipsoidzie.

Wyznaczanie pól powierzchni wieloboków geodezyjnych
na elipsoidzie obrotowej sp³aszczonej
za pomoc¹ trapezów elipsoidalnych

Pole trapezu elipsoidalnego ograniczonego równole¿nikami B1 B2 i po³udnikami L1 L2
(rys.1) mo¿na w ogólno�ci przedstawiæ za pomoc¹ znanej ca³ki
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Po sca³kowaniu (1) wzglêdem L otrzymujemy

(2)

a nastêpnie po przekszta³ceniu (2) mamy

(3)

Po rozwi¹zaniu ca³ki (3) (König, Weise, 1951) otrzymujemy wzór

(4)

Zale¿no�æ (4)  mo¿e byæ wykorzystana do obliczania pól wieloboku geodezyjnego elipso-
idy obrotowej, którego bokami s¹ odcinki linii geodezyjnych, metod¹ ca³kowania realizowa-
nego po jego obwodzie wykorzystuj¹c dok³adne obliczanie pola trapezu po³udnikowo-rów-
nole¿nikowego (Balcerzak, Gdowski, Panasiuk 1995).

Ze wzglêdu na trudno�æ analitycznego ca³kowania pola trapezu, którego jeden z boków
jest odcinkiem linii geodezyjnej, wykorzystuje siê jego rozbicie na zbiór elementarnych trape-
zów po³udnikowo-równole¿nikowych (1) oraz przeprowadzenie stosownego ca³kowania nu-
merycznego. Obliczanie pola wieloboku geodezyjnego sprowadza siê wówczas do obliczania
pól trapezów elipsoidalnych ograniczonych równole¿nikami i po³udnikami oraz ³ukami linii
geodezyjnych.

Na podstawie rysunku 2 mo¿na zapropono-
waæ dwie metody obliczania pola P. Pierwsza
metoda polega na rzutowaniu wierzcho³ków i
boków wieloboku na wybrany równole¿nik, np.
Bmin wzd³u¿ linii po³udnika (rys. 3a). Otrzymany
zbiór pól trapezów krzywoliniowych po zsumo-
waniu (z odpowiednimi znakami zale¿nie od kie-
runku ca³kowania) tak jak to ma miejsce przy
obliczaniu powierzchni na p³aszczy�nie xOy, daje
nam poszukiwane pole wieloboku P.
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Druga, alternatywna i kon-
trolna metoda polega na rzu-
towaniu boków wieloboku na
wybrany po³udnik, np. Lmin
(rys. 3b). Poniewa¿ nale¿y
przewidywaæ, ¿e odcinek li-
nii geodezyjnej pomiêdzy dwo-
ma punktami wieloboku mo¿e
zawieraæ punkt zwrotu tej li-
nii to nale¿y zbadaæ i ewentu-
alnie wyznaczyæ ten punkt i
je¿eli ma to miejsce, rozbiæ
dany bok na dwa odcinki tworz¹ce w ten sposób dwa trapezy. Nastêpnie obliczamy pole
wieloboku metod¹ sumowania pól odpowiednich obszarów ograniczonych równole¿nikami i
po³udnikami oraz ³ukami linii geodezyjnych. Pola te obliczamy metod¹ ca³kowania nume-
rycznego zale¿nego od przyjêcia stosownego przyrostu ∆L w pierwszej metodzie lub ∆B w
drugiej metodzie.

Podstawowym zagadnieniem numerycznym jest wiêc badanie przebiegu linii geodezyjnej
oraz konstruowanie odpowiedniego ci¹gu podzia³ów normalnych danego ³uku linii geodezyj-
nej.

Niezbêdna jest znajomo�æ metod przenoszenia wspó³rzêdnych na elipsoidzie oraz metod
okre�lania wspó³rzêdnych geodezyjnych punktu zwrotu linii geodezyjnej.

Wyznaczaj¹c pola wieloboków krzywoliniowych elipsoidalnych nale¿y zauwa¿yæ, ¿e sk³a-
daj¹ siê na nie oprócz pól trapezów po³udnikowo równole¿nikowych tak¿e pola trójk¹tów
∆Pn le¿¹cych pomiêdzy górn¹ podstaw¹ trapezu po³udnikowo-równole¿nikowego a lini¹
geodezyjn¹. Dla wyznaczenia pola takiego trójk¹ta nale¿y wiêc obliczyæ pole trapezu po³udni-
kowo-równole¿nikowego ∆Pn,n+1 ograniczonego równole¿nikami Bn i Bn+1 a nastêpnie pole
∆Pn trójk¹ta krzywoliniowego z wzoru

(5)

Obliczanie pól powierzchni wieloboków geodezyjnych
elipsoidalnych z wykorzystaniem trójk¹tów sferycznych

Podstaw¹ wyznaczenia pola wieloboku geodezyjnego elipso-
idalnego w tej metodzie jest jego podzia³ na elementarne trójk¹ty
geodezyjne (rys.4).

Przyjmuje siê, ¿e wierzcho³ki trójk¹tów geodezyjnych elipso-
idalnych stanowi¹ wierzcho³ki trójk¹tów sferycznych (rys. 5),
czyli dla ka¿dego wierzcho³ka ϕ=B, λ=L. Promieñ sfery dla ka¿-
dego trójk¹ta wyznaczamy w nastêpuj¹cy sposób
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(6)

(7)

gdzie M, N � promienie krzywizn g³ównych w wierzcho³kach trójk¹ta.

Trójk¹ty sferyczne rozwi¹zujemy stosuj¹c odpo-
wiednie twierdzenia trygonometrii sferycznej. Na-
stêpnie, maj¹c warto�æ nadmiaru sferycznego, obli-
czamy pola tych trójk¹tów. Suma pól trójk¹tów sfe-
rycznych daje przybli¿one pole wieloboku geodezyj-
nego.
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Obliczanie pól powierzchni wieloboków elipsoidalnych
z wykorzystaniem odwzorowania równopolowego

elipsoidy na kulê

Podstaw¹ tego wariantu jest zastosowanie odwzorowania równopolowego elipsoidy na
sferê (Abdulhadi 2003) (rys. 6)
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Promieñ sfery R dobieramy w taki sposób,
aby równole¿nik BS przechodz¹cy przez �rodek
wieloboku geodezyjnego odwzorowa³ siê izome-
trycznie (rys.7). Warto�æ tego promienia wyzna-
czamy z zale¿no�ci

Wielobok geodezyjny elipsoidalny zastêpujemy wielobokiem geodezyjnym sferycznym, a
nastêpnie wyznaczamy k¹ty wierzcho³kowe w tym wieloboku ai  i=1,2,3...n, gdzie n ozna-
cza liczbê wierzcho³ków. Pole wieloboku sferycznego liczymy na podstawie nastêpuj¹cego
wzoru

Obliczanie pól powierzchni wieloboków elipsoidalnych
z wykorzystaniem odwzorowania równopolowego

elipsoidy na p³aszczyznê

Podstaw¹ tej metody jest zastosowanie równopolowego odwzorowania elipsoidy na p³asz-
czyznê (rys. 8)
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Mo¿emy tu zastosowaæ proste równopolowe odwzorowanie sto¿kowe o postaci

         (11)

Z warunku równopolowo�ci dP�=dP otrzymujemy równanie ró¿niczkowe

         (12)

po rozwi¹zaniu którego otrzymujemy

         (13)

gdzie

         (14)

Rozwi¹zanie ca³ki (14) ma postaæ

.          (15)

Sta³e C i c w (13) wyznacza-
my z warunku, aby dwa równo-
le¿niki o znanej szeroko�ci geo-
dezyjnej B1 i B2 przechodz¹ce
przez dany wielobok geodezyjny
odwzorowa³y siê izometrycznie
(rys.9).

Warunek ten zapisujemy w postaci

        (16)

Z powy¿szych równañ otrzymujemy poszukiwane sta³e

        (17)
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Poniewa¿ odwzorowanie jest równopolowe oraz redukcje odwzorowawcze pól na ogra-
niczaj¹cych bokach s¹ ma³e mo¿emy przyj¹æ, ¿e pole wieloboku geodezyjnego elipsoidalne-
go jest równe polu jego obrazu i obliczyæ je na podstawie ogólnego wzoru

        (18)

Je¿eli redukcje odwzorowawcze pól na bokach wieloboku nie s¹ zaniedbywalne, musimy
dodatkowo obliczyæ ich warto�ci stosuj¹c odpowiedni¹ procedurê korekcyjn¹.

Redukcje pól wynikaj¹ce z krzywoliniowego obrazu
linii geodezyjnej w odwzorowaniu kartograficznym

W dowolnym odwzorowaniu kartograficznym elipsoidy obrotowej sp³aszczonej o rów-
naniu

w p³aszczyznê obrazu o równaniu

Elementarne pole ∆P na elipsoidzie wi¹¿e siê z elementarnym polem ∆P� w odwzorowa-
niu kartograficznym zale¿no�ci¹

         (21)

gdzie

    � elementarna skala zniekszta³ceñ pól,

H�, H  � wyró¿niki pierwszej formy kwadratowej powierzchni obrazu i orygina³u.

Redukcja odwzorowawcza pola ∆�F  (rys. 10) zawartego pomiêdzy obrazem linii geode-
zyjnej w odwzorowaniu kartograficznym a ciêciw¹ na p³aszczy�nie odwzorowania  wyra¿a
siê aproksymacyjnym wzorem

         (22)

gdzie  ∆s� � d³ugo�æ ciêciwy P1� P2� oraz d = 0,5(δ12+δ21) jest �redni¹ warto�ci¹ k¹tów
redukcyjnych na koñcach odcinka.
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Wyznaczanie warto�ci δi k¹tów redukcyjnych wynika z nastêpuj¹cego rozumowania.
Maj¹c dane wspó³rzêdne elipsoidalne wierzcho³ków wieloboku geodezyjnego obliczamy  azy-
muty jego boków. Odpowiedniki topologiczne azymutów A1,A2 (rys. 10) obliczamy z defini-
cji

         (23)

gdzie

tzn. z wzorów

i  analogicznie ich odpowiedniki redukcyjne w p³aszczy�nie obrazu z wzorów

         (25)

Przy czym ∆s� � wektor ciêciwy obrazu linii geodezyjnej  ∆s�.

Pochodn¹         obliczamy z wzoru (Balcerzak, Panasiuk, Pokrowska, 1995).
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K¹ty redukcyjne δ12 oraz δ21 obliczamy jako ró¿nicê odpowiedników redukcyjnych i
obrazowych odpowiednich azymutów

         (27)

Podsumowanie

W artykule przedstawiono teoretyczne podstawy obliczania pól wieloboków geodezyj-
nych na elipsoidzie. Zaproponowano cztery metody obliczania pól wieloboków elipsoidal-
nych. Pierwsza metoda polega na przybli¿aniu pola wieloboku za pomoc¹ po³udnikowo-
równole¿nikowych trapezów elipsoidalnych, w drugiej metodzie wielobok przybli¿a siê ele-
mentarnymi trójk¹tami sferycznymi,  trzecia bazuje na odwzorowaniu równopolowym elip-
soidy na kulê, w czwartej natomiast wykorzystano odwzorowanie równopolowe elipsoidy w
p³aszczyznê. Pokazano tak¿e redukcje pól zawartych pomiêdzy krzywoliniowym obrazem
linii geodezyjnej a jego ciêciw¹ w dowolnym odwzorowaniu kartograficznym. Przedstawio-
ne metody s¹ alternatywnymi pozwalaj¹cymi na porównanie i kontrolê warto�ci pól oblicza-
nych wieloboków. Obliczenia pól w p³aszczy�nie odwzorowania, nawet je�li uwzglêdniamy
redukcje odwzorowawcze, powinny by¿ zawsze kontrolowane innymi niezale¿nymi meto-
dami. Oprócz warto�ci poznawczej problematyka tego typu pojawia siê w przypadkach
konieczno�ci obliczania powierzchni kraju, województw, powiatów i gmin oraz wzajemnego
wrównania powstaj¹cych niezgodno�ci. Prace tego typu okresowo s¹ realizowane przez
G³ówny Urz¹d Geodezji i Kartografii.
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Summary

In the paper theoretical bases of area calculation of geodetic polygons on an ellipsoid are presented.
Several methods are described. The first one is based on approximation of a polygon by elementary
trapezoids delineated by parallels and meridians.  The second method uses approximation of an ellipso-
idal polygon by elementary spherical triangles. In the third method an equal-area projection of ellipsoid
onto sphere is employed. The forth method uses an equal-area projection of ellipsoid onto plane. In the
fifth method reduction of area located between curved image of geodetic line and its chord is presented.
The methods described provide competitive and more general solutions than those presented in
literature which are applicable only to small ellipsoidal areas.
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12 1 1A Aδ ′′ ′= −  oraz 21 2 2A Aδ ′′ ′= − . 


