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Wprowadzenie

Przegl¹daj¹c literaturê matematyczn¹ w poszukiwaniu narzêdzi do okre�lania przestrzen-
nych relacji, zatrzyma³am siê na teorii grafów (Wilson 2000; Kulikowski 1986; Ross, Wright
2000). Powstanie tej teorii wi¹¿e siê z pewnym historycznym problemem z zakresu analizy
przestrzennej. W XVIII w. mieszkañców Królewca zainteresowa³o zadanie: zaplanowaæ tra-
sê wycieczki przez centrum miasta w taki sposób, by przez ka¿dy z siedmiu mostów na
Pregole i jej odnogach mo¿na by³o przej�æ dok³adnie jeden raz i powróciæ do punktu wyj�cia.
Rozwi¹zanie tego zadania jest dostêpne w literaturze (Kulikowski 1986).

Obecnie w podrêcznikach matematycznych (Ross, Wright, 2000) i informatycznych (Lo-
udon 1999; Gedgewick 2003) grafy maj¹ swoj¹ ustalon¹ pozycjê. W oparciu o nie rozwi¹zu-
je siê typowe zadania zwi¹zane z analiz¹ przestrzenn¹: problem konwoja¿era, analizê dróg,
przep³ywy w sieciach (Reingold i inn. 1998; Grover, 2003; Wilson 2000; Ford, Fulkerson
1969).

W systemach informacji geograficznej (GIS) przy modelowaniu danych przestrzennych
(Molenaar 1998) teoriê grafów wykorzystuje siê do wizualizacji danych topologicznych. Za
pomoc¹ grafów przedstawia siê relacje s¹siedztwa miêdzy obiektami w przyjêtych topolo-
gicznych modelach sieciowych i obszarowych. Proponuje siê wykorzystanie teorii grafów
do opisu cech danych przestrzennych. (Bera, Claramunt 2003).
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W literaturze krajowej zwi¹zanej z GIS brakuje opracowañ, które przybli¿a³yby podstawy
matematyczne opisu topologicznego danych przestrzennych. W tej publikacji zamierzam
przedstawiæ brakuj¹ce informacje o grafach w oparciu o w³asny prosty przyk³ad danych
przestrzennych. Przyjmuj¹c za narzêdzie do okre�lenia zale¿no�ci przestrzennych komplek-
su obiektów (punktów granicznych i linii granicznych dzia³ek), pokazujê sposób zapisu ich
relacji topologicznych w macierzach s¹siedztwa i incydencji. Sieæ linii granicznych mo¿na
zapisaæ w ró¿ny sposób, w zale¿no�ci od potrzeb u¿ytkowników. W pracy przedstawiam
zapis macierzowy, który pozwala na automatyczne przetwarzanie istniej¹cej postaci danych
topologicznych do nowych postaci. Proponujê w³asny algorytm przetwarzania danych topo-
logicznych zbioru linii granicznych. Pokazujê te¿, ¿e w oparciu o sieæ linii granicznych przed-
stawion¹ za pomoc¹ grafu planarnego mo¿na uzyskaæ grafy w postaci cykli opisuj¹cych
obszary, oraz graf dualny przedstawiaj¹cy s¹siedztwo obszarów. Dostêpne w literaturze
algorytmy (Gedgewick 2003; Sys³o i in. 1995) u³atwiaj¹ wykonanie tych zadañ.

Podstawowe informacje o grafach

Graf przedstawia pewien zbiór punktów i pokazuje w jaki sposób s¹ one po³¹czone, ale
nie uwzglêdnia w³asno�ci metrycznych po³¹czeñ. Z matematycznego punktu widzenia (Wil-
son 2000) grafy s¹ obiektami abstrakcyjnymi, opisanymi przez trójki uporz¹dkowanych da-
nych:

G = [W, K, j]

gdzie: W jest zbiorem wêz³ów, K jest przeliczalnym zbiorem krawêdzi, a ϕ jest odwzorowa-
niem na iloczynie kartezjañskim w postaci:

wskazuj¹cym na wêz³y przynale¿ne do krawêdzi, gdy¿ krawêdzie zaczynaj¹ siê i koñcz¹ w
wêz³ach. Odwzorowanie ϕ, zwane relacj¹ s¹siedztwa, jest relacj¹ symetryczn¹ i zwrotn¹.
Je¿eli jest s¹siedztwo miêdzy wêz³ami w
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Relacjê s¹siedztwa j mo¿na zapisaæ za pomoc¹ macierzy s¹siedztwa, która jest macierz¹
symetryczn¹ o wymiarze n × n, gdzie n jest liczb¹ wêz³ów grafu. Tworz¹c tak¹ macierz
musimy oznaczyæ wêz³y, np. liczbami ze zbioru  {1,2,...n}. Wyraz macierzy o indeksach i, j
odpowiada liczbie krawêdzi ³¹cz¹cej wêze³ w

i
 z wêz³em w

j
.

Odwzorowanie ϕ mo¿na przedstawiæ tak¿e jako funkcjê incydencji γ:

ϕ = γ (K(G)) ⊆ W (G) × W (G)

która definiuje krawêdzie grafu k ∈ K (G),  je�li:

γ (k) =

⇒∈ϕ ϕ∈

ϕ : W (G) × W (G) → Κ

{ {wêze³ dwóch krawêdzi
koniec krawêdzi
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Funkcjê tê zapisuje siê za pomoc¹ macierzy incydencji M, która zawiera zale¿no�ci miê-
dzy krawêdziami a wêz³ami. Utworzymy j¹, je�li krawêdzie grafu oznaczymy liczbami, np.
ze zbioru {1, 2, ... m}. Za pomoc¹ takiej macierzy o wymiarze n x m opisujemy graf: wyraz
o indeksach i, j jest równy 1, je�li wêze³ w

i
 jest incydenty z krawêdzi¹ k

j
, w przeciwnym

razie jest równy 0.

Wizualizacja danych przestrzennych za pomoc¹ grafów

Graficzn¹ postaæ przestrzennych danych geograficznych mo¿na odczytaæ jako graf. Przyj-
muj¹c, ¿e punkty to wêz³y a linie to krawêdzie, otrzymujemy graf. W tym grafie wêz³y maj¹
okre�lone po³o¿enie geometryczne. W literaturze przedmiotu (Kulikowski 1986) grafy rozpa-
trywane jako figury w przestrzeni geometrycznej nazywa siê grafami geometrycznymi. Maj¹
one dodatkowe cechy wynikaj¹ce z w³asno�ci przestrzeni, w której s¹ rozwa¿ane.

Spróbujmy skorzystaæ z mo¿liwo�ci przedstawienia przyk³adowych danych geograficz-
nych za pomoc¹ grafu opisanego macierz¹ s¹siedztwa i incydencji.

Fragment mapy ewidencyjnej (rys. 1) stanowi przyk³ad podzia³u terytorialnego kraju.
Dane  zobrazowane na mapce spróbujmy przedstawiæ jako graf i zapisaæ za pomoc¹ macie-
rzy s¹siedztwa i incydencji.

Rys. 1. Fragment mapy ewidencyjnej jako przyk³ad jednostek podzia³u terytorialnego kraju

Zapis relacji przestrzennych za pomoc¹ macierzy s¹siedztwa

 Mapê jako obraz terenu mo¿na przekszta³ciæ do postaci grafu. Dowodem tego niech
bêdzie rysunek 2, który obrazuje tê sam¹ tre�æ co rysunek 1. Dzia³ki ewidencyjne s¹ przedsta-
wione jako graf zwyk³y G=[W,K,ϕ], sk³adaj¹cy siê z wêz³ów w

i
∈W i krawêdzi k

ij 
∈K ,

i, j ∈{1,2,3,...n}. Liczba wêz³ów w tym grafie � n odpowiada liczbie punktów granicznych.
Krawêdzie obrazuj¹ linie graniczne oparte o dwa s¹siednie punkty graniczne. Odwzorowanie
ϕ okre�la krawêdzie oparte o wybrane dwa wêz³y.

Ten graf mo¿na zapisaæ w formie macierzowej. Zgodnie z przedstawionymi wy¿ej pod-
stawami teoretycznymi, zapis macierzowy grafu mo¿na zbudowaæ, je�li wêz³om przypo-
rz¹dkujemy identyfikatory. Przyjmijmy, ¿e tymi identyfikatorami bêd¹ numery punktów gra-
nicznych. Prezentowan¹ macierz s¹siedztwa utworzono w oparciu o rysunek 2. Wyrazy tej
macierzy przyjmuj¹ tylko dwie warto�ci � 0 lub 1. Warto�æ wyrazu a

ij
 informuje, czy jest
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krawêd� miêdzy wêz³ami i-j; je�li tak, to wyraz macierzy przyjmuje warto�æ 1. Macierz
s¹siedztwa grafu jest zawsze macierz¹ symetryczn¹, dlatego krawêdzie miêdzy dwoma wê-
z³ami zapisane s¹ w niej dwukrotnie jako krawêdzie skierowane k

12
 oraz

  
k

21
.

Sumuj¹c warto�æ kolumn lub wierszy w macierzy s¹siedztwa mo¿na otrzymaæ informa-
cjê  o ilo�ci krawêdzi wychodz¹cych z wêz³a, tzw. stopniu wêz³a � deg(w). Opisany graf
zawiera tylko wêz³y stopnia 2, 3, 4 (deg(w) = {2, 3, 4}). Wynika to ze specyfiki przedsta-
wionych danych. Ta forma obrazu dzia³ek nie powinna zawieraæ wêz³ów stopnia 0 (deg(w)
≠ 0), które nazywa siê wêz³ami odosobnionymi, i wêz³ów o stopniu 1, (deg(w) ≠ 1), które
zwi¹zane s¹ tylko z jedn¹ krawêdzi¹, poniewa¿ wêz³y przedstawiaj¹ punkty graniczne, które
musz¹ byæ zwi¹zane z co najmniej dwoma liniami granicznymi. Mo¿na okre�liæ, jakie stopnie
wêz³ów mog¹ wystêpowaæ przy zapisie okre�lonych danych geograficznych za pomoc¹
grafu. Skutki okre�lenia stopni wêz³ów deg(w) powinny byæ bardzo przydatne przy spraw-
dzaniu poprawno�ci danych zapisanych w bazach danych.

Rys. 2. Obraz dzia³ek przedstawiony w formie grafu i zapisany za pomoc¹ macierzy s¹siedztwa
z okre�lonymi stopniami wêz³ów

Dzia³ki ewidencyjne przedstawione na rysunku 1 mo¿na przedstawiæ równie¿ za pomoc¹
grafu, którego krawêdzie obrazuj¹ granice miêdzy dzia³kami (rys.3). W takim przypadku w
grafie mog¹ wystêpowaæ wêz³y o stopniu deg(w)>2. Graf ten mo¿na uzyskaæ z przekszta³-
cenia grafu przedstawionego na rysunku 2, poprzez redukcjê wêz³ów o deg(w)=2 zwi¹zan¹
z sumowaniem s¹siednich krawêdzi. Zapis macierzowy tak uproszczonego grafu otrzymuje
siê redukuj¹c w macierzy kolumny i wiersze odpowiadaj¹ce wêz³om deg(w)=2 i równocze-
�nie modyfikuj¹c krawêdzie. Proces redukcji macierzy s¹siedztwa proponujê przeprowadziæ
nastêpuj¹cymi kolejnymi etapami:
m Okre�lenie deg(w) stopni wszystkich wêz³ów w grafie i okre�lenie podzbioru R wê-

z³ów stopnia 2, co mo¿na zapisaæ:

dla  i={1,2,3,..n}        deg(wi)= 

n

1j

aij 

 je�li   deg(wi)=2,           wi R W                                                                
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m wybranie podzbioru  K
2
⊆ K krawêdzi opartych o choæ jeden wêze³ stopnia 2:

  k
ij
∈K

2
    je�li   w

i
(k

i,j
)∈R.

m w oparciu o zbiór K
2,
 wygenerowanie nowych krawêdzi w macierzy s¹siedztwa, któ-

re bêd¹ sum¹ dwóch s¹siednich krawêdzi k
ij 
= k

ia
∪k

aj
  oraz k

ji 
=k

ja
∪k

ai
, gdzie a jest identyfi-

katorem wêz³a 2 stopnia:  {a=i: w
i
∈R}

m usuniêcie z macierzy s¹siedztwa i-ego wiersza i i-tej kolumny, dla ka¿dego i takiego,
¿e  w

i
∈R.

Uproszczony obraz i zapis dzia³ek � jedna krawêd� odpowiada granicy miêdzy dwiema
dzia³kami � jest wygodny dla analiz s¹siedztwa dzia³ek.

Rys. 3. Obraz dzia³ek na grafie zredukowanym o wêz³y stopnia 2. Zapis tego grafu w formie macierzy
s¹siedztwa

Zapis relacji przestrzennych
za pomoc¹ macierzy incydencji

Zapis danych geograficznych, które s¹ obrazowane za pomoc¹ grafu, mo¿e byæ przed-
stawiony za pomoc¹ macierzy incydencji opisanej funkcj¹ γ.  Macierz incydencji, w odnie-
sieniu do macierzy s¹siedztwa, jest innym sposobem przedstawienia tych samych danych:
ϕ= γ(K(G)). Macierz taka budowana jest w oparciu o znane identyfikatory krawêdzi i wê-
z³ów. W celu ilustracji nowego procesu na rysunku 4 oznaczono odpowiednio krawêdzie i
wêz³y. Macierz, zbudowana w oparciu o przedstawiony na rysunku 4 graf, przyporz¹dko-
wuje krawêdziom wêz³y bêd¹ce pocz¹tkiem i koñcem krawêdzi. W tym grafie wszystkie
wêz³y s¹ zakoñczeniowe, maj¹ stopieñ wiêkszy od 1.

Kolejnymi przyk³adami zapisu danych geograficznych za pomoc¹ grafu mog¹ byæ przed-
stawienia w podobnej formie innych jednostek podzia³u terytorialnego kraju, a tak¿e innych
obiektów geograficznych.
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Grafy jako no�niki danych topologicznych

Na podstawie przedstawionego prostego przyk³adu mo¿na zauwa¿yæ, ¿e macierz s¹-
siedztwa oraz macierz incydencji przechowuj¹ dane o zale¿no�ciach topologicznych miêdzy
wêz³ami i krawêdziami. Wiedz¹c, ¿e wêz³y i krawêdzie opisuj¹ elementy geometryczne mapy,
dostrze¿emy, ¿e w macierzach (s¹siedztwa i incydencji) zapisane s¹ relacje miêdzy elemen-
tami geometrycznymi.

W macierzy s¹siedztwa s¹ zapisane takie relacje topologiczne: miêdzy jakimi punktami
(wêz³ami) jest linia (krawêd�) oraz ile linii (krawêdzi) wychodzi z punktu (wêz³a). Macierz
incydencji niesie informacje, na których punktach (wêz³ach) opiera siê okre�lona linia (kra-
wêd�). S¹ to dane topologiczne, które tradycyjnie zapisuje siê w rekordach baz danych.
Dane w macierzach odnosz¹ siê do ca³ego kompleksu np. dzia³ek. Ta skumulowana forma
zapisu jest bardzo przydatna do analiz przestrzennych.

Obraz jednostek podzia³u terytorialnego kraju
za pomoc¹ grafu planarnego

Dane zwi¹zane z podzia³em terytorialnym kraju s¹ specyficznymi danymi, gdy¿ ca³kowi-
cie pokrywaj¹ powierzchniê przestrzeni, bez jakichkolwiek odstêpów, dziur czy zak³adek.
Dane te powinny byæ obrazowane za pomoc¹ specjalnych grafów � planarnych, spójnych o
deg(w)>1. Graf planarny to taki graf, który mo¿na narysowaæ na p³aszczy�nie bez przeciêæ
� tak by ¿adne dwie krawêdzie nie przecina³y siê na rysunku poza wêz³ami (Wilson 2000;
Kulikowski 1986).

Rys. 4. Obraz dzia³ek przedstawiony za pomoc¹ grafu z oznaczonymi wêz³ami i krawêdziami.
Zapis tego grafu za pomoc¹ macierzy incydencji
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Obszary w grafie planarnym

Przyjmuje siê (Wilson 2000), ¿e graf planarny geometryczny, w postaci p³askiego rysun-
ku, dzieli zbiór punktów p³aszczyzny na obszary (�ciany) f

i
, gdzie: {f

i
}∈F, a F jest zbiorem

obszarów grafu G,  i={1,2,...f).
Tworz¹c graf planarny na podstawie rysunków 1 i 2, mo¿na zdefiniowaæ odpowiednio 8

obszarów pokazanych na rysunku 5. Zauwa¿my, ¿e definiuj¹c obszary oznacza siê dodatko-
wo obszar nieograniczony (nieskoñczony) f

8, 
bêd¹cy obszarem na zewn¹trz rysunku grafu.

Definiowanie obszarów w grafie jest przekszta³ceniem:

Liczbê obszarów mo¿na okre�liæ w oparciu o liczbê zdefiniowanych wêz³ów (n), krawê-
dzi (m), na podstawie twierdzenia Eulera:

Twierdzenie Eulera: Niech G bêdzie rysunkiem p³askim spójnego grafu p³askiego i niech
n, m i f oznaczaj¹ odpowiednio liczbê wierzcho³ków (wêz³ów), krawêdzi i �cian (obszarów)
grafu G. Wtedy:

n-m+f=2

W rozpatrywanym przyk³adzie n=18, m=24, czyli, zgodnie z powy¿szym wzorem, po-
winno siê okre�liæ 8 obszarów.

Rys. 5. Przedstawienie obszarów f
i
 na podstawie grafu planarnego

Wyspy (enklawy), mosty

Jednostki podzia³u terytorialnego kraju czêsto s¹ okre�lone jako obszary z enklawami.
Przyjmijmy, ¿e wewn¹trz dzia³ki o numerze ewidencyjnym 138 (rys. 1) wydzielono now¹
dzia³kê Przedstawienie tej sytuacji za pomoc¹ grafów, bêdzie wygl¹daæ tak jak na rysunku 6,
na którym ukazano dzia³ki w dwojaki sposób: A) pe³ny, B) uproszczony. Przedstawione
grafy A i B sk³adaj¹ siê z dwóch roz³¹cznych podgrafów (na rysunku 6 wyró¿niono je krawê-
dziami o ró¿nej grubo�ci). Enklawa (wyspa) stanowi oddzielny podgraf; nie jest zespolona z
obrazem innych dzia³ek. W takim przypadku, mówi siê o grafie planarnym, sk³adaj¹cym siê
z dwóch niezale¿nych podgrafów.

φ : K(G) → F(G)
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W tym przypadku, mo¿na sprawdziæ prawid³owo�æ zdefiniowania obszarów, wed³ug
zmodyfikowanego wzoru Eulera:

n-m +f = a+1,

gdzie: a jest liczb¹ niezale¿nych podgrafów wystêpuj¹cych w grafie. Definiuj¹c obszary, nale¿y
uwa¿aæ, aby wiêcej ni¿ jeden raz nie uwzglêdniæ obszarów zewnêtrznych. W grafie pokaza-
nym na rysunku 6 A) � sk³adaj¹cym siê z: 2 podgrafów, 22 wêz³ow i 28 krawêdzi �  okre�lono
9 obszarów. Podobna zgodno�æ wystêpuje w grafie przedstawionym na rysunku 6 B).

Traktuj¹c wyspy jako oddzielne podgrafy, nale¿y je przypisaæ obszarowi, na  którym siê
znajduj¹. Algorytm takiego postêpowania w przypadku grafu geometrycznego jest stosunko-
wo prosty.

Rys. 6. Obszar f
8 
jako

 
enklawa (wyspa) przedstawiona w grafie w ró¿nych postaciach.:

A) sposób pe³ny ukazujacy wszystkie punkty graniczne jako wêz³y, B) w sposób uproszczony.
W grafie C) i D) enklawa jest przedstawiona jako wyspa z mostem.

Grafy A), B) s¹ sum¹ dwóch spójnych podgrafów.

Wyspy, zdefiniowane jako oddzielne grafy, mo¿na po³¹czyæ z obszarem otaczaj¹cym tzw.
mostami. Przez mosty rozumiemy krawêd� ³¹cz¹c¹ wêze³ wyspy z wêz³em otaczaj¹cego
obszaru, w taki sposób, aby most nie przecina³ ¿adnej innej krawêdzi grafu.

Powstanie mostu zmienia sytuacjê przestrzenn¹. Ju¿ trudno mówiæ o enklawach (wy-
spach). Po dodaniu mostu otrzymuje siê graf spójny. Przyk³ady takich grafów przedstawio-
no na rys. 6 C), D). Dla nich obszary bêd¹ definiowane tak jak w grafie planarnym spójnym.
Krawêdziom definiuj¹cym most powinno siê przypisaæ specjaln¹ cechê, która bêdzie te kra-
wêdzie wyró¿niaæ ale mo¿e pozwoliæ jednocze�nie rysowaæ t¹ krawêd� np. kolorem otocze-
nia, by czyniæ j¹ niewidoczn¹ w wybranych prezentacjach.
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Obszary jako cykle

Obszary jako elementy zbioru F zdefiniowane na grafie G = [W, K, ϕ] mo¿na opisaæ za
pomoc¹ grafów w postaci cykli pos³uguj¹c siê odwzorowaniem:

F= φ (G)=[W, K, φ] =

gdzie:
.   

W
i
 ⊆

 
W  oraz K

i   
⊆ Κ. Odwzorowanie φ jest równowa¿ne sumie odwzorowañ α.

W efekcie otrzymuje siê sumê cykli zbudowanych na podzbiorach W
i
. Zbiór Wi za pomoc¹

odwzorowania α jest przekszta³cany w ci¹g wêz³ów (w
i
,w

i+n
,w

i+m
,..w

i
), w którym tylko

wêze³ pierwszy jest identyczny z wêz³em ostatnim. Odwzorowanie α  ka¿dej parze s¹siadu-
j¹cych wêz³ów w ci¹gu (w

i
, w

i+n
, w

i+m
, ...w

i
)

 
przypisuje krawêdzie ze zbioru k

ij
⊆ K(G)

oparte o te wêz³y.
Te w³a�ciwo�ci grafów planarnych s¹ bardzo przydatna, gdy na podstawie granic wi-

docznych na mapie nale¿y zdefiniowaæ obszary jednostek podzia³u terytorialnego pos³uguj¹c
siê ci¹giem punktów granicznych je wyznaczaj¹cych, przy czym ka¿dym s¹siednim punk-
tom w tym ci¹gu przyporz¹dkowuje siê linie graniczne okre�lone punktami granicznymi.

S¹siedztwo obszarów zapisane za pomoc¹ grafu dualnego

Graf dualny D
G
 (Kulikowski 1986) jest przekszta³ceniem grafu planarnego G, w którym

deg (w) ≥ 3. Opisuje siê to przekszta³cenie jako funkcjê σ:

.

Funkcja σ odwzorowuje obszary na wêz³y:

Za pomoc¹ funkcji σ  krawêdzie s¹siaduj¹cych obszarów k = f
i
 ∩ f

j
 s¹ przekszta³cane  na

krawêdzie grafu dualnego:

σ (K(G)) → K (D
G
)

Graf G (rys.7) obrazuj¹cy dzia³ki ewidencyjne przekszta³cono na graf dualny D
G
. Przed-

stawiono go na rysunku 8 w dwóch postaciach: w pe³nej tre�ci grafu dualnego z uwzglêd-
nieniem obszaru zewnêtrznego f

8 
oraz z jego pominiêciem. Takie przedstawienie obszarów

u³atwia analizy s¹siedztwa dla konkretnych zastosowañ. Stopieñ wêz³a deg(w), gdzie w
⊆W(D

G
) informuje o ilo�ci s¹siadów, ale tylko s¹siadów granicz¹cych wspóln¹ krawêdzi¹.

Cechy s¹siedztwa przypisane krawêdzi mog¹ charakteryzowaæ rodzaj s¹siedztwa.
 Analiza s¹siedztwa oparta o graf dualny nie uwzglêdnia s¹siaduj¹cych obszarów na skos.

S¹siedztwo obszarów f
1 
i f 

2 
z rysunku 7 nie jest uwzglêdnione w grafie dualnym. Chc¹c je

uwzglêdniæ, nale¿y zmodyfikowaæ tradycyjne algorytmy i uwzglêdniaæ warto�ci f
i
 ∩ f

j
 = {w}

przy definiowaniu krawêdzi grafu D
G
.

Macierz incydencji grafu dualnego opisuj¹ca zale¿no�ci miêdzy krawêdziami a wêz³ami
zawiera dane, które mo¿na przenie�æ do grafu pierwotnego G w formie dodatkowego opisu

U

f

i 1=
U

f

i 1=

[W
i
, K

i
, α] =    C

i

σ (G) → D
G

σ (F(G)) → W (D
G
)
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cech krawêdzi. Pozwol¹ one przypisywaæ krawêdziom grafu G przyleg³e obszary. Ta cecha
grafu dualnego jest bardzo przydatna i powinna byæ wykorzystywana do notowania topologii
obszarów.

Wnioski

Na podstawie ka¿dej mapy cz³owiek widzi relacje topologiczne wystêpuj¹ce miêdzy zo-
brazowanymi obiektami. Pokazano w pracy, ¿e mapê mo¿na zinterpretowaæ jako graf. Grafy
u³atwi³by automatyczne, komputerowe wykonywanie opisów relacji topologicznych.  Zapi-
sy ich w macierzach tworz¹ jednorodne zbiory danych topologicznych du¿ego kompleksu
danych przestrzennych, co stwarza mo¿liwo�æ automatycznego przetwarzanie danych.  Pro-
ponowane algorytmy (w³asne i dostêpne w literaturze informatycznej) pozwalaj¹, wycho-
dz¹c od zapisu relacji topologicznych linii granicznych kompleksu dzia³ek, otrzymaæ istniej¹-
ce relacje topologiczne granic i obszarów na mapie.

Proponowana propozycja macierzowego zapisu relacji topologicznych powinna uzupe³-
niaæ, powszechnie stosowane, graficzne przedstawianie modeli topologicznych za pomoc¹
grafów.

Rys. 8. Dzia³ki przedstawione za pomoc¹ grafu dualnego DG wzglêdem grafu G przedstawionego
na rysunku 7. Dzia³kê obrazuje wêze³, krawêd� miêdzy wêz³ami przedstawia s¹siedztwo miêdzy

dzia³kami. Rys. A) przedstawia graf dualny z uwzglêdnieniem obszaru f
8
. Rys. B) graf zredukowany

 o wêze³ obrazuj¹cy obszar f
8
 i krawêdzie wychodz¹ce z tego wêz³a

Rys. 7. Graf, przyjazny do analiz s¹siedztwa, przedstawiaj¹cy
dzia³ki jako obszary w grafie uproszczonym



170 El¿bieta Lewandowicz

Literatura

Bera R., Claramunt C., 2003:Topology-based proximities in spatial systems. Journal of Geographical Systems.
Springer-Vertag 2003 - 5- s. 353-379.

Ford L.R., Fulkerson D.R., 1969: Przep³ywy w sieciach, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.
Gedgewick R.,2003: Algorithms Jave. Addison Wesley.
Grover W., D., 2003: Mesh-Based Survivable Networks. Prentice Hall PTR.
Kulikowski J., L., 1986: Zarys teorii grafów. Pañstwowe Wydawnictwo Naukowe PWN Warszawa.
Loudon K., 1999: Mastering algorithms with C.  O�Reilly.
Molenaar M., 1998: An introduction to the theory of spatial object modeling for GIS. Taylor & Francis.
Sys³o M.M., Deo N., Kowalik J.S, 1995: Algorytmy optymalizacji dyskretnej z programami w jêzyku PAS-

CAL, Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.
Reingold E.M., Nievergeld J., Deo N., 1998: Algorytmy kombinatoryczne. Wydawnictwo Naukowe PWN,

Warszawa.
Ross K. A., Wright Ch.R. B.,  2000: Matematyka dyskretna. Wydawnictwo Naukowe PWN. Warszawa.
Urbañski J., 1997: Zrozumieæ GIS, Analiza informacji przestrzennej. Wydawnictwo Naukowe PWN Warsza-

wa.
Wilson R., 2000: Wprowadzenie do teorii grafów. Wydawnictwo Naukowe PWN Warszawa.

Summary

Graphs are abstract mathematical objects enabling to describe data in a simple form.  The graph
theory provides tools for solving specialized tasks, including typical problems related to spatial
analysis: travelling salesman problem, path analysis, network flow. This paper discusses the possibi-
lity of applying graphs to determine topological data of a complex of geographical objects. A geometric
graph has been constructed on the basis of a map fragment showing registration parcels. Its nodes
represent boundary points, and edges � boundary lines. The neighborhood matrix describing this
graph contains topological data, i.e. relationships between boundary points and lines. Traditionally,
these data are saved as database records and associated with single objects.The above matrix conta-
ins all data concerning the whole complex of objects, which enables their processing.  An algorithm
transforming a graph representing boundary lines into a graph describing boundaries is proposed in
the paper.  This transformation involves reduction of 2-degree nodes, connected with summation of
neighboring edges.  In the transformed graph edges describe boundaries between two parcels.
The data related to the administrative division of a country are specific, as they cover the spatial area
completely, without any intervals, blanks or overlaps.  These data should be illustrated using special
planar graphs.  A planar graph is a graph that can be embedded in a plane so that no edges intersect.
An example may be a graph representing registration parcels.  A geometric planar graph, in the form
of a flat drawing, divides a set of points into regions (faces).  Known algorithms can be used for
obtaining cyclical graphs, describing each region separately, by means of nodes and edges.  Such a
description is possible even when the so called enclave is located within the parcel.  Graphs illustrating
this situation are presented in the paper.  Enclaves may be represented as the so called islands.  In such
a case, a graph is composed of two subgraphs. Two independent graphs may be joined by the so called
bridge, and two subgraphs � by an edge.  In these two solutions concerning enclave representation it
is possible to determine regions.  The number of regions within a planar graph can be determined from
the Euler�s formula, which defines the correlation between the number of regions, and the number of
edges and nodes in a graph.
Planar graphs describing regions may be transformed into dual graphs, where relationships between
neighboring regions are presented in a simple way.  In dual graphs nodes represent regions, and
edges between nodes indicate that regions have a common edge. The degree of the node informs about
the number of neighbors. If a parcel is described using a dual graph, a single matrix contains
information on neighborhood relations within the whole complex of parcels. Traditionally, this infor-
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mation is contained in GIS databases in the form of single records corresponding to particular
parcels.
The theoretical bases of spatial data description applying graphs, presented in the paper, show that
topological relationships within the whole complex of geographical objects can be recorded in a simple
way.  This in turn enables us to perform typical spatial analyses and to process topological data.
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