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Wstep

W artykule rozwazone zostanie odwzorowanie posrednie pomigdzy odwzorowaniami
réwnopolowymi a réwnokatnymi. Odwzorowanie to bgdzie minimalizowaé przecigtne znie-
ksztatcenia odlegtosci we wszystkich kierunkach, dla catego odwzorowywanego obszaru.
Obszar ten bedzie prostokatnym ptatem elipsoidy obrotowej splaszczonej odpowiadajacym
w przyblizeniu obszarowi Polski:

©={9.2): 9 (49°00,54°50'). 2 € (14°07',24°08)| (1

Jedng z podstawowych miar lokalnych znieksztatlcen odwzorowawczych (miar zalez-
nych jedynie od wspotrzednych geodezyjnych (¢, A) rozwazanego punktu odwzorowania)
jest tzw. miara Sredniokwadratowa pierwszego rodzaju w sensie G.B. Airy'ego:

& =\/%[(m—l)2 +(n=17] @)

W powyzszym réwnaniu m, n oznaczajq ekstremalne skale dtugosci. Miary lokalne znie-
ksztatcen stanowig czgsto podstawe do definiowania miar integralnych, charakteryzujacych
stan rozktadu znieksztatcenn w catym dowolnie wyréznionym obszarze (w artykule bedzie to
obszar w). Miara lokalna (2) moze zosta¢ uogélniona do miary integralnej (3), zwanej catko-
witym $redniokwadratowym znieksztalceniem pierwszego rodzaju dla danego obszaru w
sensie Airy'ego:
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1

E, :\/mi[(m—l)2 +(n-1)’las 3)

W powyzszym rownaniu S oznacza obszar badania stanu rozktadu znieksztatcen odwzo-
rowawczych, |S| oznacza miare obszaru, &S oznacza jego granice, dS oznacza element pola
powierzchni oryginatu (elipsoidy obrotowej sptaszczonej). W oparciu o miar¢ (3) mozna
sformutowac¢ kryterium globalne minimalizacji znieksztatcen, postulujace minimalizacj¢ wska-
zanej miary dla wybranego obszaru:

min E, :\/ZIS J[(m—])z +(n—1)2]dS 4)

as

Kryterium catkowe (4) nazywane jest kryterium Airy'ego (Panasiuk, Balcerzak, Pokrow-
ska,1999; Pedzich, 2008).

Ekstremalne skale dlugosci m, n w poszczegdlnych punktach odwzorowania sa rowne
polosiom elips znieksztatcen odwzorowawczych i wyznaczaja znieksztalcenia katow, po-
wierzchni pol oraz przecigtne znieksztalcenia dtugosci we wszystkich kierunkach. Regularne
odwzorowanie powierzchni w inng powierzchnie, o skalach ekstremalnych wszedzie réw-
nych jednosci (elipsach znieksztatcen wszedzie rownych okregom jednostkowym) nie po-
siada znieksztalcen, dlatego minimalizacja miary integralnej (3) pozwala na jednoczesng mini-
malizacj¢ wszystkich wspomnianych rodzajow znieksztalcen. Wobec tego odwzorowanie
spetniajace kryterium (4) ma charakter posredni pomigdzy optymalnymi odwzorowaniami
réwnokatnymi a rownopolowymi.

Najprawdopodobniej okoto 1820 roku F.R. Hassler wynalazt odwzorowanie kartograficz-
ne (5), w ktorym obrazy réwnoleznikdéw byty tukami okregéw (niekoncentrycznych), a
potudniki fragmentami linii krzywych. Odwzorowanie to nie bylo ani réwnokatne, ani row-
nopolowe, zachowywato natomiast skale dlugosci wzdhuz réwnoleznikéw. Hassler nazwat to
odwzorowanie wielostozkowym.

x(p=0,1)=-M,
Y@ =0,2)=a(A-2,)
x(¢¢0,/1):M—M0+Ncot¢7(1—cosE) )
yp#0,1)= N cotgsin E
E=(A-4)sing
a(1-ée%) N= a
%/l—ezsin2¢’ J1-é’sin® ¢
Odwzorowanie wielostozkowe (w Europie nazywane wielostozkowym amerykanskim)
stosowane bylo pézniej w Stanach Zjednoczonych, w nieco zmodyfikowanej formie do
wykonywania map wielkoskalowych (do potlowy XX wieku). Obrazy rownoleznikow maja
taka sama krzywizng oraz dlugosé, jaka miatyby, gdyby zostaly odwzorowane za pomoca
odwzorowania stozkowego stycznego do nich, stad ,,wielo$¢” stozkéw i nazwa odwzoro-
wania. Przez uogolnienie nazwa odwzorowania wielostozkowego jest rowniez czesto uzy-

wana do okreslenia innych odwzorowan kartograficznych o obrazach réwnoleznikéw beda-
cych tukami okregow (Snyder, 1987).

M:
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W dalszej czesci artykutu rozwazone zostang trzy modele parametryczne odwzorowan
wielostozkowych dla obszaru Polski, ktorych ogdlny zapis formut odwzorowawczych jest

nastepujacy:
x(¢,2) = 4(9) - p(p) cos[e(p)A - 4]
o= ppsinfe(p)a-2,)] ©)
A, =19°07'30"

Sformulowanie zadania
optymalizacji odwzorowania wielostozkowego

Przez zastosowanie I twierdzenia Appoloniusza oraz wykonanie przeksztatcen kryterium
(4) staje si¢ réwnowazne minimalizacji calki (7), wyrazonej za pomocg wspotczynnikow
pierwszych form kwadratowych powierzchni obrazu oraz powierzchni oryginatu:

(E'DF’ﬂG’ﬂEDF’G):

E'= [ {E < +G'\F ~2/EG+EG2EG(EG—F") |dod.

wdml VE G (7
p="_

50

Dla odwzorowan wielostozkowych (6) wspotczynniki pierwszej formy kwadratowej
powierzchni obrazu wyrazaja si¢ zaleznosciami (8).

E'=q"+p"+p*(c' (2= 2,)) =2¢' p'cos(c(2— 4))+24' pe' (2= 2, Jsin(c(2 - 2,))

G'= pc? ®)

F'=q' pesin(c(1-4,))+ p’c(c' (- 4,))

Jezeli zdefiniowane zostang zmienne decyzyjne (parametry okreslajace jednoznacznie
odwzorowanie wielostozkowe) pozwalajace na obliczenie funkcji (8), to mozliwe stanie sie

rozwazenie nast¢pujacego zadania optymalizacji, gdzie funkcja celu jest podany w (7) odpo-
wiednik miary (3):

minE,'(p) = ” {E@ \E - 2\/ E'G+EG'+2yEG(E'G'-F") }d&dﬂ ©.1)

po. pePcR
peP o {V\Y/[pc'(/l ~ 2 Ng'cos(c(A—2,))-p) = 0nc(A, —4)<7 } 9.2)

Podane ograniczenia (9.2) wyrazajq konieczno$¢ zapewnienia réznowartosciowosci od-
wzorowania, w tym regularnosci (okreslenie zbioru rozwigzan dopuszczalnych). Funkcje g,
0, ¢ mozna zastapi¢ wielomianami potggowymi (10) i sparametryzowaé wspdtczynniki tych
wielomiandw, uzyskujac w ten sposob pewien model parametryczny odwzorowania wielo-
stozkowego (6). Czynnik staly g dla jest pominigty, gdyz wptywatby on jedynie na przesunig-
cie wspotrzednych odwzorowania.
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q(0)=q,0+q,0° +q,0° +...

pO)= py+ pO+p0° +...
c(@)=c,+c0+c,0° +...

(10)

B =215 Pas Dyseees Pu ) = [01s G T eees s Pis Pssvves Cos €1y Cpeve)

W ten sposob zdefiniowaé mozna zmienne decyzyjne zadania optymalizacji i umozliwic¢
jego rozwigzanie metodami numerycznymi. Zastgpujac przy tym szerokos¢ geodezyjna jej
dopehieniem do kata prostego 8 otrzymamy przyktadowy model postaci:

x(p, 2) = 4(0) - p(6) cos[c(6) A - 4,)] (11.1.1)
W, 2) = p(O)sin[c(6)2-4,)]

Wartosci parametrow wektora p mozna za posrednictwem wspotczynnikow pierwszej
formy kwadratowej powierzchni obrazu (8) podstawi¢ do catki (7) i dalej przez obliczenie
(3) umozliwi¢ ocenienie og6lnego poziomu znieksztatceni odwzorowania wielostozkowego.
Ograniczenia zadania optymalizacji dla wybranego modelu wyraza si¢ wowczas jako nastg-
pujace zaleznosci:

\/p>0AY/c >0/\V(p: & (cos[c(A,,,, —/10)}1>JAvc(zm —Ay)<7 (11.1.2)
® o \ 4 ?

@

Ograniczeniom tym nie odpowiada wprost skonczony zbiér ograniczen funkcyjnych nie-
rownosciowych, jednakze dla wskazanego obszaru optymalizacji odwzorowania uzyskiwa-
ne droga rozwigzywania zadania bez ograniczen (z pominigciem ich) okazywaly si¢ by¢
regularne, co sprawdzano a posteriori. Przyktad badania regularnosci odwzorowania podany
zostanie w dalszej czesci artykutu.

Mozliwe jest zdefiniowanie innych modeli parametrycznych odwzorowania wielostozko-
wego (6), przyktadowo poprzez zmiang wzajemnych relacji poszczegolnych funkcji we-
wnetrznych ¢, p, c. Motywacjq dla zastosowania parametryzacji (11.2.1-11.2.2) jest dopro-
wadzenie do sytuacji, w ktorej poszczegdlne funkcje g, o, ¢ decyduja niezaleznie o rozmiesz-
czeniu, promieniu oraz dtugosci tukéw obrazéw réwnoleznikéw. Wedtug (11.2.1) funkcja ¢
decyduje o rozmieszczeniu obrazéw réwnoleznikéw wzdluz obrazu potudnika osiowego,
funkcja p decyduje o dtugosci promienia obrazu rownoleznika (tutaj bez zmian w stosunku
do poprzedniej parametryzacji), natomiast funkcja ¢ samodzielnie decyduje o dlugosci obrazu
réwnoleznika:

(11.2.1)
(. A) = p(e)sin[c(
A(
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Ograniczenia dla tego modelu wyraza¢ si¢ beda zaleznosciami:

COS|:C (lmax _ﬂ’O ):|

P A E (A = A) < 7 (11.2.2)

I_COS{C (/Imax _/10):| ’ p
2,

Zaproponowany zostanie jeszcze trzeci model parametryczny (11.3.1-11.3.2), w ktérym
funkcja p decyduje o dtugosci obrazu rownoleznika, natomiast o jego krzywiznie decyduje
funkcja p oraz c:

Vo>0AY=>0ay| 2 <
@ o P @

p0) p)

x(p.2)=qO)+ 1o~y eoslelO)A - )] (11.3.1)
¥, )= 204

po.

YC>0Avc>oAy[’” P ICZZ[Z[(C(ma;a:_/BJ)]jAV(m— <z (113.2)

Sposob parametryzacji poszczegdlnych funkcji g, o, ¢ (parametryzacja wspotczynnikow
rozwinie¢ w szeregi potegowe) jest dla wszystkich modeli taki sam i zostat podany w (10).

Nie istnieje model parametryczny umozliwiajacy reprezentacj¢ kazdego mozliwego odwzo-
rowania wielostozkowego podanego w formie analitycznej (6), w szczegdlnosci biorac pod
uwage praktyczna koniecznos$¢ ograniczenia liczby wykorzystywanych parametréw. Mozliwe
jest natomiast porownanie réznych modeli parametrycznych pod wzgledem ich efektywnosci,
rozumianej jako mozliwos$¢ ich optymalizacji, celem rozwigzania zadania (9.1-9.2).

Optymalizacja odwzorowania wielostozkowego

Omawiane modele parametryczne wskazuja pewne wieloparametrowe rodziny odwzoro-
wan wielostozkowych, do ktorych naleza odwzorowania stozkowe normalne:

- — p(0) - cp) ()
{xz—p(e)cos[co(/l—/lo)]} =pO@p (6)00{ p(6) @ /10)}

= p(@)sinfe, (2~ 2,)] . ) Sin{cop(e) (14, )}
p0)
x = p(@)- 220 _Mcos[co(l_ )]
Cy C
= 12
y= PO ginle, (- 1) "
cO

D =11 Pas Pyseees Pyl =1015925 G555 Pos Prs Paseess €5 €15 Caenc]
P, =10,0,0,..., 055 Pys P54, C150,0,...]

D2 = [P0 0250503 5 Prs Pr5005 €0 L5 Co P13 Co P35---)]

D3 =[P1s P230510Co P55 Co P15 Co P5+:C €15 o]
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Wedtug (12) p,, p,, p; oznaczaja rbwnowazne wektory zmiennych decyzyjnych (wska-
zujace to samo odwzorowanie stozkowe) wedle modeli parametrycznych (11.1, 11.2, 11.3).
Wskazane modele parametryczne, przy zastosowaniu takiej samej liczby parametrow, repre-
zentuja rodziny odwzorowan wielostozkowych o czesciowym pokryciu, poniewaz istnieja
zardwno odwzorowania wielostozkowe nalezace do wszystkich trzech rodzin, jak i odwzo-
rowania nalezace tylko do niektorych z nich. Gdyby nawet optymalne odwzorowanie dla
wszystkich trzech rodzin bylo tym samym odwzorowaniem, nie dawatoby to pewnosci, ze
porownywane modele sa rownie efektywne (przy zadanym, wspolnym odwzorowaniu po-
czatkowym i dla danego algorytmu optymalizacji). Inaczej méwiac, nawet rozwazajac pod-
zbiory wspolne odwzorowan wielostozkowych, nalezace do wszystkich trzech rodzin, prze-
strzen przeszukiwan moze prezentowaé roézny stopien trudnosci, wplywajac na zbieznosé
danego algorytmu.

W artykule podjg¢ta zostanie préba pordéwnania efektywnosci wybranych modeli przy
nastepujacych zatozeniach:

O odwzorowaniem poczatkowym bedzie pewne odwzorowanie stozkowe wyrazalne w
obrebie wszystkich trzech modeli parametrycznych (opisane w dalszej czgsci artyku-
hl),

O wykorzystany zostanie algorytm optymalizacji lokalnej nieliniowej Neldera-Meada
wsparty operatorem mutacji rozktadem normalnym,

O poniewaz algorytm optymalizacji zawiera procedury niedeterministyczne — kryterium
porownawczym dla wskazanych modeli bedzie usredniona warto$¢ miary integralnej
(3) dla kilkudziesieciu odwzorowan (dla kazdej parametryzacji), uzyskanych droga
optymalizacji wskazanym algorytmem, gdzie kryterium stopu bedzie liczba wykona-
nych obliczen wartosci funkcji celu (przyjeto dziesigé tysigcy razy wymiar zadania,
co na ogot pozwalato uzyska¢ odwzorowania o niewielkich znieksztatceniach).

Dla odwzorowan stozkowych normalnych réwnokatnych oraz réwnopolowych znane
jest kryterium Kawrajskiego, pozwalajace na minimalizacje pozostatych rodzajéw znieksztal-
cen dla odwzorowywanego obszaru. Na podstawie trzech kryteriéw (Pasaniuk, Balcerzak,
Pokrowska, 1999) mozna wyznaczy¢ state odwzorowania stozkowego ¢, C oraz dlugos¢
promienia obrazu réwnoleznika p(?}) odwzorowania stozkowego roéwnokatnego (13.1) oraz
rownopolowego (13.2) dla obszaru Polski:

Prx (9): C,E 0,
1+cos€(1—ecos€)e} (13.1)

1—cos@\1+ecosd

00) = ;ln{

¢, =0,787505545365;C, =11514291,6465 m;

p,0)= |>(c,~50)

P

a*(1-¢e*) cost 1
2 T,

2 1-e“cos”@ 2e¢ |l—ecosl

¢, =0,7871665297493;C, = 41753294703717 m?;

1+ecosé

S(0) =

j (13.2)
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W rownaniach (13.1-13.2) E, e oznaczajg odpowiednio podstawe logarytmu naturalnego
oraz pierwszy mimos$rod elipsoidy obrotowej sptaszczonej. Przyktadem odwzorowania stoz-
kowego posredniego pomigdzy optymalnym dla obszaru Polski odwzorowaniem stozko-
wym réwnokatnym a rownopolowym moze by¢ odwzorowanie stozkowe minimalizujace
sumg¢ kwadratoéw réznic promieni wodzacych obrazéw réwnoleznikéw odwzorowania opty-
malizowanego (szukanego, posredniego) z odwzorowaniami (13.1, 13.2) oraz usredniajace
warto$¢ statych stozkowych c:

min [(p0)- PO +(pO)-p,OF A o= (14)

Odwzorowanie takie nie jest juz ani réwnokatne, ani rownopolowe, ma natomiast mate
znieksztalcenia przecigtne dlugosci we wszystkich kierunkach w badanym obszarze (tym
samym zminimalizowane réwnoczesnie znieksztatcenia katow i powierzchni pdl). Przyjete
ono zostanie, biorac trzy parametry na opisanie 0(6) oraz jeden na opisanie c¢(6) = ¢, jako
odwzorowanie poczatkowe (definiowalne we wszystkich modelach, wedtug (12)).

Do rozwigzania zadania optymalizacji odwzorowania wielostozkowego wykorzystany zostat
algorytm optymalizacji lokalnej, nieliniowej Neldera-Meada, zmodyfikowany przez dodanie
operatora mutacji rozktadem normalnym, znanego z algorytmoéw ewolucyjnych. Algorytm w
niezmodyfikowanej wersji zaktada geometryczne przeksztatcanie sympleksu, to jest uogél-
nionego na n wymiarow trdjkata o n+1 wierzchotkach, z ktérych 7 jest liniowo niezaleznych,
gdzie n to liczba zmiennych decyzyjnych (parametrow jednoznacznie okreslajacych odwzo-
rowanie wielostozkowe na podstawie (10) oraz (11.1.1), (11.2.1) lub (11.3.1)). Kazdy wierz-
cholek lezy na pewnej warstwicy wartosci funkcji celu (3) lub réwnowaznie, dla uproszcze-
nia obliczen (7) i moze by¢ interpretowany jako odwzorowanie wielostozkowe o ogolnym
poziomie znieksztatcen okreslonym przez te funkcje. W kazdej iteracji wierzcholek najgorszy
(o najwiekszej wartosci funkcji celu, ktoremu odpowiada odwzorowanie o najwigkszych
znieksztalceniach) jest przesuwany w kierunku centroidu (Srodka cigzkosci) pozostatych
wierzcholkow, czyli w domniemanym kierunku poprawy dla tego wierzcholka. Stopien prze-
sunigcia zalezy od stopnia poprawy wartosci funkcji celu w nowym punkcie, w stosunku do
dotychczasowych wierzchotkdw. Dziatanie algorytmu ilustrowane jest najczesciej dla przy-
padku dwuwymiarowego, gdzie sympleks jest trojkatem (rys. 1).

F3) FE)

Py
() F) r F(W)

Rysunek 1. Sympleks, ktérego wierzchotkom /, 2, 3 odpowiadaja kolejno rosnace wartosci funkcji celu;
punkt 3" jest punktem probnie odbitym; punkt 3" jest punktem probnej ekspansji — podobnie jak 3 okaze
si¢ on lepszy od 1 i stanie si¢ nowym wierzchotkiem sympleksu w danej iteracji
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Wedle zataczonej ilustracji mozna przyjaé, ze wierzchotkiem najlepszym jest wierzchotek
o numerze /, najgorszym wierzchotek o numerze 3. Wierzchotek najgorszy, tzn. 3 jest wstgpnie
odbijany symetrycznie wzgledem centroidu na pozycje 3'. W zaleznosci od stopnia poprawy
warto$ci funkcji celu w punkcie 3' (przez porownanie z wartoscig funkcji celu w innych
wierzcholkach) 3’ moze zosta¢ uznany za nowy wierzchotek, zastepujac wierzchotek 3, lub
wykonane moze zostac kolejne przesunigcie probne na pozycje¢ 3". Przesunigcie dalsze, zwigk-
szajace rozmiar sympleksu, zwane ekspansja, wykonane zostanie, jezeli wierzchotkowi 3’
bedzie odpowiadaé wystarczajaco mata warto$¢ funkcji celu. Jezeli probny odbity wierzcho-
fek 3' nie bedzie wykazywaé wystarczajacej poprawy wartosci funkcji celu zostanie on
Sciagnigty na pozycje 3", zmniejszajac rozmiar sympleksu (dwa rodzaje $ciagnigcia — po
stronie przeciwnej lub tej samej do wierzcholka poprawianego). Ostateczna decyzja o wybo-
rze nowej pozycji wierzchotka 3 podejmowana jest w oparciu o warto$¢ funkcji celu w 3”.
W skrajnym przypadku dokonywana jest kontrakcja usredniajaca pozycje wierzchotkéw z
wierzchotkiem najlepszym w dotychczasowym sympleksie. Operacje takie jak odbicie i eks-
pansja zachowuja lub zwigkszajq rozmiar sympleksu i sq wlasciwe dla sytuacji, gdy sym-
pleks jest odlegly od poszukiwanego minimum. Operacje Sciagni¢¢ oraz kontrakcji wykony-
wane sa przy malym obserwowanym stopniu poprawy wartosci funkcji celu i sa wlasciwe
dla koncowego etapu optymalizacji, kiedy sympleks zmniejsza rozmiar i zapada si¢ do mini-
mum. Doktadny opis dziatania algorytmu (wykorzystanego po opisanej dalej modyfikacji na
potrzeby niniejszego artykutu) mozna znalez¢ w (Latuszek, 2013).

Rozwigzaniem poczatkowym metody jest zbior wektordw reprezentujacych rozwigzania
startowe (n +1 wierzchotkow sympleksu). Przyjeto, ze jednym z wierzchotkéw jest wspo-
mniane odwzorowanie stozkowe posrednie, pozostate sg uzyskane przez dodanie do kolej-
nych parametréow tego odwzorowania liczby 0.01:

£ 5 (2) bi(n)
ﬁl(l) +0.01 131(2) 131(”)
Poa,=| pnO £(2)+0.01 pi(n)
: : : (15
p(D) 5 (2) e Py(n)+0.01]

ﬁl = [090505"'9 poa ,D| b pza"'a 0050909"']
P, =0,1183611406507, p, =1,009643456502, p, =-0,00502359408603
¢, =0,787336037557

Przytoczony algorytm Neldera-Meada mozna skutecznie zastosowa¢ do optymalizacji
odwzorowan azymutalnych normalnych sfery wedtug kryterium Airy'ego (Latuszek, 2013)
oraz do optymalizacji wspotczynnikéw transformacji znanych odwzorowan sfery wedlug
kryterium minimalizacji zrewidowanej miary Petersa (Canters, 2002), gdzie celem zapobie-
gnigcia przedwcezesnej zbieznosci potaczono ten algorytm z metoda wielostartowa. Ponie-
waz w przypadku optymalizacji wedtug kryterium Airy'ego wybranych modeli parametrycz-
nych odwzorowan wielostozkowych elipsoidy obrotowej splaszczonej zaobserwowano przed-
wczesng zbiezno$¢ algorytmu, potaczono go z operatorem mutacji rozktadem normalnym.
Dziatanie operatora mutacji polega na dodaniu do parametréw odwzorowania liczb wyloso-
wanych z rozktadu normalnego o pewnym ustalonym eksperymentalnie odchyleniu standar-
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dowym i zerowej wartosci oczekiwanej. Po ustalonej liczbie iteracji metody Neldera-Meada,
najlepszy znaleziony w toku dotychczasowego dziatania algorytmu wierzchotek byt mutowa-
ny n + 1 razy, celem wygenerowania nowego sympleksu. Nowy sympleks mogt potencjalnie
okaza¢ si¢ zbiezny do innego wierzchotka o mniejszej wartosci funkcji celu, w ktérym to
przypadku stawat si¢ nowym najlepszym wierzchotkiem i podlegat dalszej mutacji. Ekspery-
mentalnie ustalono liczbg iteracji #,,,. metody optymalizacji Neldera-Meada oraz wartos¢
odchylenia standardowego G, przyjmujac za kryterium porownawcze usredniony wynik opty-
malizacji podany wedtug znormalizowanej miary (3), dla dziesieciu prob, dla kilku par warto-
scin,,, o, dla parametryzacji (11.1.1), przyjmujac po cztery parametry na okreslenie funk-
cji. Przyjeto ostatecznie wariant (n,,. = 1000, o= 0,01; tab. 1).

Tabela 1. Zestawienie oraz usrednienie wynikow optymalizacji dla réznych ustawien

algorytmu w cm/km

) My = 1000 My = 1500

6=01 | 6=001| 6=0001 | 6=01 | 6=00l  6=0001 | 6=01 | =001 | =000l
20,4 18,7 19,9 18,8 18,7 19,1 20,0 18,7 18,9
20,8 19.0 19.1 19.4 18,7 18.8 19.3 18,7 19,0
19,5 18,9 19.4 19,0 18,7 18.8 20,0 19,0 19,1
18,8 18,7 19.9 19.3 18,7 18,9 18.8 18,7 19,0
218 18,8 19.6 19,1 19.0 19.0 193 18,7 18,8
203 18,7 19.4 19.9 18,7 19,1 18,9 18,7 18,7
21,2 18,7 19.8 19.3 18.8 19.0 18,9 18.8 18,7
19,1 18,7 20,0 18,9 18,7 18,9 18.8 18,7 18,8
19.9 18,7 19.4 18,9 18,7 18,7 19.0 18,8 19.1
19.8 18,7 19.9 18,8 18.8 18.8 18,6 18,8 18,7

2017 | 18,753 19,64 19,14 | 18,745 18,91 19,16 | 18,762 | 1886

Wartos$¢ funkcji celu (3) w podawanych wynikach oraz (7) dla obliczen) wyznaczano na
podstawie wyniku catkowania numerycznego metoda prostokatow. Sumowano wartosci
funkcji celu dla 36 (6 razy 6) punktéw rownomiernie roztozonych w danym obszarze (1). W
tabeli 2) przedstawiono wartosci catki (3), dla réznych doktadnosci catkowania numerycz-
nego, podanej w [cm/km]. Jak wida¢ bezwzgledne réznice w wynikach catkowania sa rzgdu
[cm/km]. Charakter tych réznic jest jednak gldwnie systematyczny. Przyktadowo przemna-
zajac wyniki catkowania dla 36 punktow przez liczbe 1,06802 oraz dodajac 0,1 mm/km
mozna w koncowych etapach optymalizacji uzyskaé przyblizenie wyniku catkowania dla 40 000
punktow (200 na 200) z doktadnoscia rzgdu 0,1 mm/km (ostatnie dwie kolumny w tabeli 2)
przedstawiaja przyblizenie oraz réznicg z wynikiem o wysokiej doktadnosci). Biorac to pod
uwagg, oraz przez praktyczng koniecznos¢ ograniczenia zlozonosci obliczeniowej, ograni-
czono si¢ do catkowania ze wspomniang doktadnos$cia — wszystkie wyniki optymalizacji sa
jednak podawane na podstawie catkowania doktadniejszego, dla 40 000 punktdw.
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Tabela 2. Poréwnanie doktadnosci obliczen miary (3) przy réznej doktadnosci calkowania numerycznego
metoda prostokatow — w poszczegolnych kolumnach wyniki catkowania dla rosnacej liczby punktow
roztozonych réwnomiernie w obszarze (1), w cm/km. Kolejne odwzorowania /-9 pozyskane droga
optymalizacji wedtug calkowania dla 36 punktow —
obserwowane jednoczesne zmniejszenie wartosci we wszystkich kolumnach

Liczba punktow branych w calkowaniu numerycznym 1,06802*
wynik
Ip. 33 4x4 5x5 6%6 10x10 | 20x20 | 100x100 | 200x200 | (6x6)+0.01
I(start) | 24,150 | 26,476 | 27,604 | 28225 | 29.144 | 29.535 | 29,661 | 29,665 | 30,155 | 0.49
2 19,496 | 22,919 | 24,463 | 25294 | 26493 | 26,996 | 27,156 | 27,161 | 27,024 | -0,14

17,398 | 20,473 | 21,858 | 22,602 | 23,675 | 24,125 | 24,269 | 24,273 | 24,149 -0,12
16,543 18,874 | 20,083 | 20,683 | 21,551 | 21917 | 22,033 | 22,037 | 22,100 0,06
15,664 | 17,606 | 18,496 | 18976 | 19,673 | 19,967 | 20,060 | 20,063 | 20,277 0,21
14,647 | 16,849 | 17,855 18,398 | 19,185 | 19,515 19,621 19,624 | 19,659 0,04
14209 | 16,405 | 17,404 | 17,944 18,725 | 19,053 19,157 | 19,161 | 19,175 0,01
14,085 16,304 | 17,318 | 17.866 18,661 18,996 | 19,102 | 19,106 | 19,091 -0,01
13,842 | 16,006 | 16,989 | 17,520 | 18,287 | 18,610 | 18,713 | 18,716 | 18,722 0,01

Ol | | »n| | W

Wyniki optymalizacji

Tabela 3 przedstawia usrednione wyniki optymalizacji wskazana metoda, przy przedsta-
wionym rozwigzaniu poczatkowym, dla trzech omawianych parametryzacji. Przyjeto sie-
dem wariantow rozdysponowania dwunastoma parametrami pomiedzy funkcje ¢, o, ¢, dla
kazdej parametryzacji. Przyktadowo odwzorowanie oznaczone numerem 345.1 jest odwzo-
rowaniem zoptymalizowanym wedtug modelu pierwszego (11.1.1), dla ktérego na opisanie
funkcji g, 0. ¢ wykorzystano odpowiednio trzy, cztery oraz pigé parametrow. Wedle tej
zasady oznaczono wszystkie odwzorowania. Wykonano dla kazdego wariantu po dziesigé
prob optymalizacji, tzn. tacznie dla kazdej parametryzacji wykonano siedemdziesiat prob
optymalizacji.

Regularnos¢ odwzorowan sprawdzano a posteriori. Biorac przyktadowo warunki ogra-
niczajace dla parametryzacji drugiej (11.2.2) mozna sprawdzié, jak zachowujq sie poszcze-
g6lne funkcje oraz ich pochodne (znak, monotonicznos¢). W tabeli 4 zestawione sg wartosci
odpowiednich funkgji i ich pochodnych dla odwzorowania (tab. 5). Funkcje L, P oznaczaja
lewa oraz prawa strong nierownosci trzeciej w warunkach (11.2.2). Jak wida¢, funkcje o, o’
rosna w zadanym przedziale i sa dodatnie. Funkcja ¢ ros$nie po wartosciach dodatnich, wo-
bec czego na pewno dodatnia jest funkcja /= ¢/p. Funkcja ¢' jest ujemna i rosnie, zatem
funkcja L = p'/q' jest ujemna i maleje. Funkcja P rosnie, jezeli maleje f'= ¢/p. Funkcja f'= ¢/p
maleje, jezeli g = ¢’ p—cp’ jest ujemnego znaku. Na podstawie pochodnych g, g", g’
...widaé, ze g jest uyjemna w badanym obszarze, co oznacza, ze f = ¢/pmaleje, a zatem rosnie
(po wartosciach dodatnich) funkcja P. Zatem prawa strona trzeciej nierownosci w (11.2.2)
jest zawsze dodatnia a lewa strona zawsze ujemna, wobec czego zachodzi L<P. Czwarta
nierownos¢ (11.2.2) jest rowniez spetniona, poniewaz f = c¢/p<l, wiec odwzorowanie jest
roznowarto$ciowe co najmniej dla calego pasa rdwnoleznikowego, w ktorym lezy Polska.
Analogicznie mozna zbadaé regularno$¢ pozostatych odwzorowan.
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Tabela 3. Wyniki (poszczego6lne oraz usrednione) optymalizacji odwzorowan wielostozkowych,
wedhug réznych wariantoéw rozdysponowania dwunastoma parametrami
oraz dla trzech réznych modeli parametrycznych

Lp. 444.1 543.1 534.1 345.1 435.1 354.1 453.1
1 18,68 18,76 18,78 18.83 18,63 18,78 18,70
2 18,73 18,68 18,83 18,72 18,81 18,71 18,69
3 18,74 18,69 18,84 18,66 18,63 18,76 18,74
4 18,74 18,68 18,71 18,65 18,68 18,70 18,69
5 18,83 18,70 18,84 18,65 18,68 18,86 18,71
6 18,67 18,82 18,72 18,67 18,71 18,76 18,72
7 18,71 18,70 18,99 18,66 18,81 18,74 18,68
8 18,75 18,69 18,93 18,70 18,82 18,72 18,69
9 18,84 18,72 18,77 18,70 18,88 18,91 18,71
10 18,74 18,72 18.88 18,65 18,68 18,70 18,69

Srednia 18,74 18,72 18,83 18,69 18,73 18,76 18,70 18,74

Lp. 444.2 543.2 534.2 345.2 435.2 3542 453.2
1 18,67 18,65 18,66 18,72 18,70 18,94 18,69
2 18,67 18,69 18,74 18,70 18,71 18,81 18,73
3 18,67 18,66 18,68 18,68 18,72 18,77 18,65
4 18,67 18,70 18,68 18,71 18,76 18,83 18,68
5 18,66 18,68 18,67 18,73 18,69 18,90 18,63
6 18,69 18,74 18,67 18,70 18,74 18,92 18,64
7 18,66 18,65 18,67 18,71 18,78 18,77 18,65
8 18,66 18,67 18,69 18,76 18,73 18,89 18,66
9 18,65 18,64 18,67 18,69 18,74 18,74 18,65
10 18,67 18,79 18,67 18,73 18,74 18,74 18,72

Srednia 18,67 18,69 18,68 18,71 18,73 18,83 18,67 18,70

Lp. 4443 543.3 5343 3453 435.3 3543 453.3
1 18,91 18,82 18,78 18,85 18,73 18,69 18,75
2 18,75 18,93 18,69 18,83 18,73 18,79 18,70
3 18,70 18,89 18,75 18,90 18,67 18,74 18,79
4 18,78 18,87 18,69 18,82 18,85 18,74 18,74
5 18,92 18,93 18,66 18,84 18,66 18,73 18,71
6 18,69 18,98 18,67 18,89 18,72 18,74 18,73
7 18,76 18,73 18,73 18,80 18,66 18,68 18,75
8 18,73 18,77 18,69 18,85 18,65 18,74 18,69
9 18,74 18,96 18,72 18,81 18,73 18,75 18,71
10 18,74 18,91 18,71 18,82 18,65 18,69 18,72

Srednia 18,77 18,88 18,71 18,84 18,70 18,73 18,73 18,77
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Tabela 4. Wielkosci liczbowe funkcji, ktorych zmiennos¢ decyduje o regularnosci odwzorowania,
odane dla krancéw pasa rownoleznikowego, w ktédrym zawarty jest obszar Polski

P Vi o P o o q q q" g q" ¢
¢=54°50"| 0,73 1,22 0,27 | -0,65 | -1,50 0 -0,62 | -1,00 | 0,01 | 0,01 0,08 0
¢=49° 0,85 1,24 0,19 | -0,80 -0,72 | -1,00 | 0,01 | 0,01 0,08
c o ol g o all ol P g’ I P
¢=54°50"| 0,58 0,81 | -0,33 | -0,12 | -0,40 | -0.24 | 1,05 | 3,19 | -2,49 -1,21 | 77,54
¢ =49° 0,66 0,77 -0,16 | -0.41 | -0,03 1,24 2,94 -1,24 | 82,27

Tabela 5. Wspotczynniki odwzorowania wielostozkowego, ktorego regularnosé jest zbadana
wedtug tabeli czwartej, a izolinie znieksztatcen przedstawione sg na rysunku drugim

2 0,0449893219 a9, -1,0111002129 ¢ 0,0218609242
o, 0,9880859811 4, 0.0105212236 ¢ 1,0105587214
0 0,1923503008 4 -0,0071136756 ¢ -0,1664150717
P 0.0448546457 4 0,0032641942

0, -0,0624021179

Funkcja celu wymusza implicite zachowanie regularnosci (elipsy znieksztatcen zblizone
do okregow jednostkowych sa dalekie od degeneracji), a obszar odwzorowania jest stosun-
kowo maly (problemy z zachowaniem réznowarto$ciowosci na ogot spotykane sa w przy-
padku obszaréw catego globu lub nieco mniejszych), stad nie powinien zaskakiwa¢ brak
konieczno$ci uwzglednienia ograniczen w procesie optymalizacji.

Rysunek 2 przedstawia izolinie znieksztalcen odwzorowawczych najlepszego znalezione-
go odwzorowania dla parametryzacji (11.2.1), nalezacego do odwzorowan oznaczonych
453.2. Interwal ekwideformat dla znieksztalcen wedtug lokalnej miary (2) (przecigtne znie-
ksztatcenia dtugosci we wszystkich kierunkach dla pojedynczego punktu) wynosi 5 cm/km.
Interwat ekwideformat dla znieksztalcefi w kierunkach skal ekstremalnych jest zmienny i
wynosi 10 cm/km dla znieksztalcefi dodatnich, Scm/km w zakresie -20 cm/km do 0 cm/km
oraz 1 cm/km dla znieksztatcen ujemnych wigkszych niz -20 cm/km. Maksymalne znie-
ksztatcenia dtugosci siggaja +50 cm/km i nie wigcej niz -25 em/km. Wskazanemu odwzoro-
waniu odpowiada integralna miara (3) réwna 18,629 cm/km. Mozliwe jest zmniejszenie mak-
symalnych znieksztatcen bezwzglednych, poprzez przemnozenie przez czynnik skalujacy —
np. m;, = 0,99985. Wowczas uzyskamy odwzorowanie (rozkfad znieksztatcen rowniez przed-
stawiony na rysunku drugim) o maksymalnych znieksztatceniach dlugosci ponizej +/—40
cm/km, jednakze ma ono wigkszg wartos¢ miary (3), tzn. 23,608 cm/km.
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Rysunek 2. Po lewej stronie: od gory do dotu: znieksztalcenia dlugosci w [cm/km] w kierunkach skal
ekstremalnych, nastgpnie przecigtne znieksztatcenia wedtug (2) dla odwzorowania wielostozkowego (tab. 5).
Po prawej stronie: analogiczne zestawienie dla tego samego odwzorowania, ktdrego wspotrzedne
przemnozono przez czynnik skalujacy 0,99985. Wyniki pozyskane droga interpolacji numerycznej
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Whioski

Dla odwzorowania poczatkowego, stozkowego o matlych znieksztatceniach dlugosci,
zanotowano przecigtng wartos¢ znieksztatcen wedtug (3) dla obszaru (1) na poziomie 29,665
cm/km. Po optymalizacji wskazang metodq dla modeli (11.1.1, 11.2.1, 11.3.1) uzyskano
Srednio dla siedemdziesigciu prob optymalizacji znieksztalcenie przecigtne wedlug (3) na
poziomie odpowiednio 18,74, 18,71 oraz 18,77 cm/km, przy najlepszych wynikach na po-
ziomie odpowiednio 18,631, 18,629 oraz 18,647 cm/km. Mozna stad wnioskowac, ze wszystkie
przedstawione modele parametryczne majq zblizona efektywnos$¢ w kontekscie optymaliza-
c¢ji miary integralnej (3) celem rozwiazania kryterium Airy'ego (4) dla odwzorowan wielo-
stozkowych (6), przy zadanej metodzie optymalizacji. Gdyby przywiazywa¢ wage do rdznic
na poziomie 0,1 mm/km, wowczas statystycznie najlepsza okazata si¢ parametryzacja (11.2.1),
nastepnie (11.1.1) oraz (11.3.1). Parametryzacja (11.2.1) ma dodatkowa zaletg polegajaca na
fatwiejszej interpretacji geometrycznej znaczenia poszczeg6lnych parametréw odwzorowa-
nia. Skrajne znieksztatcenia w uzyskiwanych odwzorowaniach, co do wartosci bezwzgled-
nej, moga zosta¢ zmniejszone poprzez przeskalowanie odwzorowania, jednak odbywa sig¢ to
kosztem wyraznego (o kilka cm/km) zwigkszenia optymalizowanej miary Airy'ego. Odwzo-
rowania mogg by¢ optymalizowane bez ograniczen, gdyz dla danego obszaru minimalizacja
omawianej funkcji celu skutecznie wymusza takze ré6znowartosciowos¢ odwzorowania.
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Streszczenie

Jednym z podstawowych zadan kartografii matematycznej jest poszukiwanie odwzorowan o minimal-
nym catkowitym poziomie znieksztatcen. Kryterium Airy'ego postuluje minimalizacje kwadratéw od-
chylen od jednosci ekstremalnych skal diugosci dla catego odwzorowywanego obszaru, co odpowiada
minimalizacji znieksztalcen diugosci we wszystkich kierunkach. W artykule przedstawiono zoptyma-
lizowane ze wzgledu na kryterium Airy'ego odwzorowanie wielostozkowe obszaru Polski.
Przedstawiono trzy rozne modele parametryczne odwzorowania wielostozkowego. Dla ustalonej
liczby parametrow modele te zostaly zoptymalizowane, z wykorzystaniem zmodyfikowanego algoryt-
mu optymalizacji nieliniowej Neldera-Meada. Modyfikacja polegata na rozszerzeniu algorytmu Nel-
dera-Meada o operator mutacji rozktadem normalnym, znany z algorytmow ewolucyjnych. Pozwolito
to zapobiec przedwczesnej zbieznosci algorytmu. Funkcja celu wyznaczana zostata jako wynik catko-
wania numerycznego. Zbadana zostata regularnosé zoptymalizowanych odwzorowan oraz zilustro-
wany zostat rozktad znieksztatcen odwzorowawczych w postaci interpolowanych numerycznie ekwi-
deformat.
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Przyjmujqc za kryterium stopu dziatania algorytmu liczbe obliczen wartosci funkcji celu, wybrane
parametryzacje zostaly poréwnane ze wzgledu na osiqganq srednio przecietng wartosé znieksztatcen
dtugosci w badanym obszarze. Przecigtna wartos¢ znieksztatcen diugosci rozumiana jest tutaj jako
podniesione do kwadratu, usrednione i spierwiastkowane znieksztatcenia dtugosciw kierunkach skal
ekstremalnych — jest to odpowiednik minimalizowanej miary znieksztatcen w kryterium Airy'ego.

Abstract

One of the fundamental tasks of mathematical cartography is to find projections with minimized total
distortion. Airy's criterion demands that the sum of the squares of the principal scale errors should be
minimized for the mapped area, so that the scale distortion in all directions is minimal. In this article,
a polyconic projection for Poland, optimized with respect to Airy s criterion will be presented.

Three parametric models of the polyconic projection will be discussed. For a given number of parame-
ters, these models will be optimized, using a modified Nelder and Mead nonlinear optimization algo-
rithm. The modification consisted of extending Nelder and Mead algorithm with a mutation operator,
known from evolutionary algorithms, which adds normally distributed random values to the projec-
tion parameters. This helped to prevent the algorithm from converging to a false minimum. Regularity
of the optimized projections has been inspected and the distortion pattern has been illustrated using
numerically interpolated lines of constant distortion.

For a limited number of the objective function calculations, chosen parametric models have been
compared, with respect to the averagely achieved mean scale distortion , for many algorithm evalu-
ations, for the mapped area. The mean distortion of lengths is understood as the squared, averaged
and square rooted length distortions in directions of extreme scales — it corresponds to the minimised
measure of distortion according to Airy s criterion.
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