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Wstep

W artykule pt. ,,Badanie znieksztatcen oraz ich wptywu na wartos¢ wyznaczanych pol
wielobokow w wybranych odwzorowaniach réwnopolowych” opublikowanym w Roczni-
kach Geomatyki w 2010 r. (Pedzich, Kuzma, 2010) wykazano, Ze stosujac rozne odwzoro-
wania rownopolowe, mozna uzyskaé znaczne réznice pomiedzy polami powierzchni wielo-
bokéw, opartych na tych samych wierzchotkach. Réznice wynikaja stad, ze odpowiedni-
kiem topologicznym odcinka linii prostej, wyznaczonej w ptaszczyznie danego odwzorowa-
nia, jest na ogdt pewien tuk krzywej w ptaszczyznie innego odwzorowania kartograficznego.
Dlatego tez, wykorzystujac odwzorowania rownopolowe do obliczania p6l wielobokow, na-
lezy definiowac te wieloboki w sposob jednoznaczny na powierzchni oryginatu oraz okresli¢
w plaszczyznie obrazu ich odpowiedniki topologiczne.

W pracach geodezyjnych i kartograficznych mamy do czynienia z wielobokami, ktérych
boki stanowig odcinki linii geodezyjnych. W odwzorowaniach kartograficznych obrazami
linii geodezyjnych nie sg linie proste, lecz pewne krzywe. Wykorzystujac wigc odwzorowa-
nia réwnopolowe do obliczania pol tych wielobokdéw, nalezy mie¢ swiadomos¢, ze pole
powierzchni geodezyjnego wieloboku elipsoidalnego jest zachowane, ale jego odpowiedni-
kiem obrazowym jest pewien wielobok krzywoliniowy. Chcac uzyskaé zgodno$é obliczo-
nych pol powierzchni pomiedzy oryginalem a obrazem w odwzorowaniach kartograficz-
nych rownopolowych, nalezy oblicza¢ w plaszczyznie odwzorowania pole powierzchni krzy-
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woliniowych wielobokdw. Wystepuje wigc koniecznos¢ uwzgledniania redukcji pol powierzch-
ni, wynikajacych z nieprostoliniowosci obrazéw linii geodezyjnych w odwzorowaniach kar-
tograficznych.

W artykule przedstawione zostana sposoby wyznaczania redukcji odwzorowawczych
pol powierzchni oraz przeanalizowany zostanie ich wptyw na wartos¢ pdl powierzchni od-
powiednikéw obrazowych wielobokéw geodezyjnych.

Redukcje pol w odwzorowaniach rownopolowych
— definicje i wzory

Jezeli na powierzchni oryginalu w odwzorowaniu kartograficznym, wyznaczymy wielobok
geodezyjny, to jego boki stanowia odcinki linii geodezyjnych. Ich obraz w plaszczyZnie odwzo-
rowania, w ogdlnosci nie bedzie figura geodezyjna, a wielobokiem krzywoliniowym, ktorego
boki to tuki krzywych, a nie odcinki linii prostych. Kazdej figurze geodezyjnej zdefiniowanej na
powierzchni oryginatu, mozemy przyporzadkowaé w plaszczyznie obrazu figur¢ zwang jej
odpowiednikiem redukcyjnym. Odpowiednik redukcyjny jest zbudowany z odcinkdw linii pro-
stych, faczacych w plaszczyznie odwzorowania, obrazy wierzchotkéw wieloboku.

Réznice lub ilorazy, zachodzace pomigdzy odpowiadajacymi sobie parametrami metrycz-
nymi figury geodezyjnej, zlokalizowanej na powierzchni oryginatu i odpowiednika redukcyj-
nego tej figury na powierzchni obrazu, nazywamy redukcjami odwzorowawczymi geodezyj-
nymi. Redukcje odwzorowawcze geodezyjne dotyczg dtugosci bokéw, katow wewnetrz-
nych lub azymutéw bokdw, a takze pol figur geodezyjnych.

Jezeli przyjmiemy za powierzchnig¢ oryginatu w odwzorowaniu kartograficznym elipsoide
obrotowa splaszczong o réwnaniu:

F=F(B,1)= acosBcosL  acosBsinL a(l—ez)sinB
’ \/l—ezsinzB’\/l—ezsinzB’\/l—ezsinzB

(M
(B.L)ew = {(B,L): Be (— ’z”zr) Le)-n, 7[)}
oraz obraz
7'=7'(B,L)=[x=x(B,L), y = »(B,L)] )

w plaszczyznie z=const i oznaczymy przez As dtugos¢ odcinka linii geodezyjnej przechodza-
cej przez punkty P, i P, potozone na powierzchni oryginatu oraz przez 4, azymut tej linii w
punkcie P,, a przez 4, azymut linii geodezyjnej w punkcie P, (rys. 1), W tak utworzonym
odwzorowaniu kartograficznym obrazem odcinka linii geodezyjnej P, P,, bedzie odcinek krzy-
woliniowy P,’P,” o dlugosci 4s’, obrazem azymutu 4,, bedzie kat skierowany 4,” zawarty

'

dL
stycznym do obrazu linii geodezyjnej w tym punkcie. Z drugiej strony obrazem azymutu 4,
bedzie kat skierowany 4,’, liczony ze znakiem przeciwnym, zawarty pomigdzy wektorem

pomigdzy wektorem 7' stycznym do obrazu potudnika w punkcie P, a wektorem
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7' stycznym do obrazu potudnika w punkcie P,’, a wektorem stycznym do obrazu linii

geodezyjnej w tym punkcie, jak to pokazano na rysunku.

Odpowiednikiem zredukowanym linii geodezyjnej P, P, bedzie odcinek linii prostej o dtu-
gosci As”, taczacej punkty P’ i P,’, odpowiednikiem zredukowanym kata kierunkowego 4,
bedzie kat skierowany 4,” zawarty pomiedzy wektorem stycznym 7,'do obrazu potudnika w
punkcie P’ a odcinkiem; natomiast odpowiednikiem zredukowanym kata kierunkowego 4,,
bedzie kat skierowany 4,” zawarty pomiedzy wektorem stycznym do obrazu potudnika 7,
w punkcie P,’, a odcinkiem P,’P,’. Katy 0,,= A,"—A4,’, 6,,= A,” — A,” nosza nazwe katow
redukcyjnych (rysunek).

< Pi(B1L1)

*<"

Rys. Ilustracja odpowiednikow topologicznych i redukcyjnych linii geodezyjnej

Redukcja odwzorowawcza pola A’F zawartego pomigdzy obrazem tuku linii geodezyjnej
a cigciwg P,” P, wyraza si¢ wzorem:

n2 _ s

Apds (5 9.5231n 25) 3)
4 sin” o

gdzie As” — dhugos¢ cigciwy P’ P,’ oraz & = 0,5(3,,+3,,).

Zaleznos¢ (3) jest wzorem przyblizonym wynikajacym z aproksymacji obrazu linii geode-
zyjnej tukiem okregu. Ma on zastosowanie dla krotkich dlugosci linii geodezyjnych.

Katy redukcyjne 8, oraz obliczamy jako réznicg odpowiednikéw redukcyjnych i obra-
zowych odpowiednich kierunkéow

O, = A1” - AI' oraz Oy = A2” - Az! 4
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Odpowiedniki topologiczne azymutéw A4,, 4, obliczamy z ich definicji:

N il IR (A
? dL )B=5 ¢ dL )B=B (5)
L=I, =1,
. dr _, dB
gdzie: E=FBE+FL

tzn. z Wzorow:

7 xsgn AL 7 sgn(-AL) ©
tan A] = 7 ta.l’lA2 = o 4
ZdL B=B, PdL B-B,
=1, I=1,
i analogicznie ich odpowiedniki redukcyjne z wzorow:
7' ,xAs'|sgnAL 7', xAs'|sgnEAL
tanAnl — | B - 1 _g tanA"2 — | B — 1 g 6 ) ;
7 AS" B=R, 7 A" B=B, )
=1 =1,
Pochodna dB/dL obliczamy nastgpujaco:
dB _HcotA-F MNcosBcotd NcosBcotd (8)

dL  E M? M

Analiza uzyskanych wynikow obliczen wartosci pol
powierzchni wielobokow w wybranych odwzorowaniach
rownopolowych z uwzglednieniem redukcji pol

Uwzglednienie redukcji pola okreslonego réwnaniem (3) daje mozliwos$¢ doktadnego obli-
czenia pdl powierzchni wielobokow geodezyjnych. W tabeli 1 i 2 przedstawiono wyniki obli-
czen pdl powierzchni przyktadowych wielobokdw przed i po uwzglednieniu redukcji odwzoro-
wawczych. Obliczenia wykonano na tych samych danych co w artykule opublikowanym w
2010 r. (Pedzich, KuZzma, 2010). Wieloboki utworzono w oparciu o wspotrzedne punktow
lezacych na granicy Polski. Obliczenia wykonano dla 5 wielobokéw, w ktérych srednie odle-
glosci pomigdzy wierzchotkami wyniosty odpowiednio 9 km (max 47 km), 2 km (max 12 km),
1 km (max 6 km), 0,5 km (max 3 km) i 0,3 km (max 1,5 km). W tabeli 1 zamieszczono wyniki
obliczen pol powierzchni wielobokéw w wybranych odwzorowaniach réwnopolowych.

Wykonano réwniez obliczenia dla wieloboku utworzonego w oparciu o wspétrzedne punk-
tow lezacych na granicy wojewédztwa mazowieckiego. Srednie odleglosci pomiedzy punk-
tami wyniosty 0,5 km (maksymalne 4,5 km). W tabeli 2 zamieszczono wyniki obliczen pol
powierzchni wieloboku w wybranych odwzorowaniach rownopolowych.

Uzyskane wyniki wykazuja duza zgodno$¢ pomigdzy obliczonymi polami powierzchni,
po uwzglednieniu redukcji odwzorowawczych. W przypadku wieloboku oznaczonego Pole
(tab. 1), gdy odlegtosci pomigdzy wierzchotkami dochodzity do 47 km, réznice pomigdzy
polami powierzchni obliczonymi w réznych odwzorowaniach kartograficznych przed uwzgled-
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Tabela 1. Wyniki obliczen p6l powierzchni wielobokow w wybranych odwzorowaniach kartograficznych
Polski przed i po uwzglgdnieniu redukcji pol

Odwzoro- | Znieksztal- Pole 1 Pole 1 Pole 2 Polei 2
wanie cenia bez redukcji po uwzgle dnieniu bez redukcji po uwzgle dnieniu
dlugosci redukeji redukeji
[n7’] [m7] [m7’] [m’]
Walcowe 70 m/km 312 554 066 331 312 556 251 772 312 556 115 161 312 556 251 752
Azymutalne | 67 m/km 312 557 210 821 312 556 251 778 312 556 311 694 312 556 251 752
Sansona 35 mkm 312 550 778 174 312 556 251 708 312 555 909 656 312 556 251 752
Bonne'a 1 mkm 312 555 647 854 312 556 251 803 312 556 214 009 312 556 251 754
Eulera 60 cmvkm 312 555 691 970 312 556 252 056 312 556 216 766 312 556 251 770
Odwzoro- | Znieksztal- Pole 3 Pole 3 Pole 4 Pole 4
wanie cenia bez redukcji po uwzglednieniu bez redukcji po uwzglednieniu
dlugosci redukcji redukcji
(2] [n?] (2] [m?]
Walcowe 70 mkm 312 556 217 604 312 556 251 751,8 312 556 243 215 312 556 251 751,8
Azymutalne | 67 m/km 312 556 266 737 312 556 251 751,8 312 556 255 498 312 556 251 751,9
Sansona 35 mkm 312 556 166 228 312 556 251 751,7 312 556 230 371 312 556 251 751,9
Bonne'a 1 m/km 312 556 242 316 312 556 251 752,3 312 556 249 393 312 556 251 752,0
Eulera 60 cvkm 312 556 243 005 312 556 251 756,3 312 556 249 565 312 556 251 753,0
Odwzoro- | Znieksztal- Pole 5 Pole 5
wanie cenia bez re dukcji po uwzglednieniu
dlugosci redukeji
[n7’] [m7]
Walcowe 70 m/km 312 556 249 618 312 556 251 752.4
Azymutalne | 67 m/km 312 556 249 618 312 556 251 752.4
Sansona 35 mkm 312 556 246 407 312 556 251 752.4
Bonne'a 1 mkm 312 556 246 407 312 556 251 752.4
Eulera 60 cnmvkm 312 556 251 206 312 556 251 752.7

nieniem redukcji, dochodza do kilku kilometréw kwadratowych. Natomiast po uwzglednie-
niu redukcji sa znacznie mniejsze, wynosza kilkaset metréw kwadratowych. Wraz ze zmniej-
szaniem odlegtosci miedzy punktami uzyskujemy wyzsza zgodno$¢ wynikow. Dla wielobo-
ku oznaczonego Pole 5 przed
uwzglednieniem redukcji, réznice sa
rzedu kilku tysigcy metréw kwadra-
towych, po uwzglednieniu redukcji
ponizej metra kwadratowego. Uzy-
skano wigc duza zgodnos$¢ wynikow
pomiedzy réznymi odwzorowaniami
kartograficznymi. Podobne wyniki
uzyskano w przypadku wojewddz-
twa mazowieckiego (tab. 2).
Analizujac wyniki przed uwzgled-
nieniem redukcji, mozna zauwazy¢,
Ze im wystepuja mniejsze znieksztat-
cenia dtugosci, tym roéznice pomig-

Tabela 2. Wyniki obliczen po6l powierzchni wielobokow
w wybranych odwzorowaniach kartograficznych wojewddz-
twa mazowieckiego przed i po uwzglednieniu redukcji pol

Odwzoro- | Znieksztal- Pole Pole po
wanie cenia bez redukcji uwzgle dnie niu
dlugosci redukcji
[m?] (2]

Walcowe 70 mkm 35586 539 638 35 586 535 046,0
Azymutalne | 57 m/km 35586 533 833 35 586 535 045,0
Sansona 14 m/km 35586 536 254 35 586 535 046,0
Bonne'a 10 cm/km 35 586 534 858 35 586 535 047,9
Eulera 10 covkm 35 586 534 880 35 586 535 045,5
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dzy obliczonymi polami sg mniejsze. Uzyskiwane rozbieznosci rowniez sa mniejsze gdy odle-
glosci pomiedzy wierzchotkami sq mniejsze. Z analizy uzyskanych wynikéw po uwzglednieniu
redukcji odwzorowawczych wynikaja wnioski:

1. Niezaleznie od wielkosci znieksztalcen dlugosci, otrzymujemy podobne réznice pomie-
dzy obliczonymi warto$ciami pol powierzchni.

2. Wigksze odleglosci pomigdzy punktami powoduja nieco wieksze rozbieznosci.

Whniosek 2 wynika z niedoskonatosci zastosowanego algorytmu obliczania redukcji od-
wzorowawczych, opartego na aproksymacji obrazu linii geodezyjnej tukiem okregu. Przyblize-
nie to daje pozytywne rezultaty dla niewielkich odlegto$ci migdzy punktami, a dla duzych
odleglosci wzrastaja rozbieznosci pomigdzy obliczonymi powierzchniami pol.

Do obliczenia redukcji pola, w przypadku duzych odleglosci migdzy punktami, nalezy
zastosowac inne metody, np. oparte o calkowanie numeryczne, metode Simpsona. Wyzna-
czamy wowczas wspotrzedne prostokatne ptaskie punktow réwnomiernego podziatu odcin-
ka obrazu linii geodezyjnej P P,. Majac dane wspolrzedne prostokatne koficow odcinka
(xo.y,) oraz (x,,y,) dokonujemy transformacji wspotrzednych punktéw podziatu odcinka linii
geodezyjnej do uktadu lokalnego x ‘oy’, ktérego poczatkiem jest punkt P oraz punkty P oraz
P, wyznaczaja kierunek osi y’ nowego ukfadu.

G- 2 O »

Nastepnie obliczamy pole A’F stosujac formute catkowa Simpsona
AF'= ?[x‘0+4(x‘1+x'3+x'5+...+x’”71)+ 2(x',+x +x X )+ x’"] (5)
D
gdzie: ph=22"20
n

Obliczenie wspdtrzednych prostokatnych ptaskich punktéw lezacych na obrazie odcinka
linii geodezyjnej realizujemy w nastepujacych 2 etapach:

1. Korzystajac z metod przenoszenia wspotrzednych wzdtuz linii geodezyjnej na elipso-
idzie obliczamy wspétrzedne punktéw réwnomiernego podziatu tego odcinka,

2. Obliczamy wspdtrzedne obrazéw tych punktow w ptaszczyznie odwzorowania row-
nopolowego.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono pewne aspekty prowadzonych prac badawczych nad opraco-
waniem metodyki obliczania pdl powierzchni elipsoidalnych wielobokéw geodezyjnych, z
zastosowaniem odwzorowan kartograficznych rownopolowych. Artykul stanowi kontynu-
acje opublikowanych w 2010 r. wynikdw badan z tego zakresu. W artykule zajeto si¢ proble-
mem redukcji pol powierzchni w odwzorowaniach réwnopolowych. Pokazano, ze do uzy-
skania duzej doktadnosci wynikow niezbedne jest stosowanie redukcji pdl powierzchni.
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Abstract

The paper deals with the problems of area reduction determination in equal-area map projections. It
was demonstrated that in order to obtain high compliances between areas of polygons calculated in

various map projections it is necessary to take into account the influence of area reduction,.

In the paper, definitions of topology and image equivalents of geodetic line and definition of area

reduction are presented. Algorithms of calculation of area reductions for short and long distances of
geodetic lines are described. In the case of short distance, the suggested algorithm is based on

approximation of the image of a geodetic line by arc of circle and then the area between the arc and
chord is calculated. In the case of long distance, the suggested algorithm is based on numerical
methods of integration. In both cases, knowledge of methods to transfer geodetic coordinates on

ellipsoid are needed.

Basing on prepared computer programs, the appropriate tests were made. 6 polygons were selected.

5 of them consisted of points located on the border of Poland and one consisted of points located on

boundary of Mazovia region. The areas were calculated in 5 map projections in two ways: taking into
consideration the area reductions and without them.

After analyzing results obtained before area reduction was taken into consideration it was easy to
notice that when distortion were smaller the differences between areas were smaller too. Also, smaller
distances between points caused smaller differences. After consideration of area reductions, the diffe-
rences between calculated areas were generally smaller than before reductions, irrespective of distor-
tions. It is obvious that the higher compliance of results was obtained when the distance between points
was decreased. Application of the algorithm for calculation of projection reductions, based on appro-
ximation of the image of the geodetic line by the circular arc produced good results for small distances
between points; thus, differences between calculated areas were bigger for longer distances. In the
case of long distances between points, other methods should be used for calculation of reduction of
areas, based on numerical integration.
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