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Wstêp

W artykule pt. �Badanie zniekszta³ceñ oraz ich wp³ywu na warto�æ wyznaczanych pól
wieloboków w wybranych odwzorowaniach równopolowych� opublikowanym w Roczni-
kach Geomatyki w 2010 r. (Pêdzich, Ku�ma, 2010) wykazano, ¿e stosuj¹c ró¿ne odwzoro-
wania równopolowe, mo¿na uzyskaæ znaczne ró¿nice pomiêdzy polami powierzchni wielo-
boków, opartych na tych samych wierzcho³kach. Ró¿nice wynikaj¹ st¹d, ¿e odpowiedni-
kiem topologicznym odcinka linii prostej, wyznaczonej w p³aszczy�nie danego odwzorowa-
nia, jest na ogó³ pewien ³uk krzywej w p³aszczy�nie innego odwzorowania kartograficznego.
Dlatego te¿, wykorzystuj¹c odwzorowania równopolowe do obliczania pól wieloboków, na-
le¿y definiowaæ te wieloboki w sposób jednoznaczny na powierzchni orygina³u oraz okre�liæ
w p³aszczy�nie obrazu ich odpowiedniki topologiczne.

W pracach geodezyjnych i kartograficznych mamy do czynienia z wielobokami, których
boki stanowi¹ odcinki linii geodezyjnych. W odwzorowaniach kartograficznych obrazami
linii geodezyjnych nie s¹ linie proste, lecz pewne krzywe. Wykorzystuj¹c wiêc odwzorowa-
nia równopolowe do obliczania pól tych wieloboków, nale¿y mieæ �wiadomo�æ, ¿e pole
powierzchni geodezyjnego wieloboku elipsoidalnego jest zachowane, ale jego odpowiedni-
kiem obrazowym jest pewien wielobok krzywoliniowy. Chc¹c uzyskaæ zgodno�æ obliczo-
nych pól powierzchni pomiêdzy orygina³em a obrazem w odwzorowaniach kartograficz-
nych równopolowych, nale¿y obliczaæ w p³aszczy�nie odwzorowania pole powierzchni krzy-



90 PAWE£ PÊDZICH, MARTA KU�MA

woliniowych wieloboków. Wystêpuje wiêc konieczno�æ uwzglêdniania redukcji pól powierzch-
ni, wynikaj¹cych z nieprostoliniowo�ci obrazów linii geodezyjnych w odwzorowaniach kar-
tograficznych.

W artykule przedstawione zostan¹ sposoby wyznaczania redukcji odwzorowawczych
pól powierzchni oraz przeanalizowany zostanie ich wp³yw na warto�æ pól powierzchni od-
powiedników obrazowych wieloboków geodezyjnych.

Redukcje pól w odwzorowaniach równopolowych
� definicje i wzory

Je¿eli na powierzchni orygina³u w odwzorowaniu kartograficznym, wyznaczymy wielobok
geodezyjny, to jego boki stanowi¹ odcinki linii geodezyjnych. Ich obraz w p³aszczy�nie odwzo-
rowania, w ogólno�ci nie bêdzie figur¹ geodezyjn¹, a wielobokiem krzywoliniowym, którego
boki to ³uki krzywych, a nie odcinki linii prostych. Ka¿dej figurze geodezyjnej zdefiniowanej na
powierzchni orygina³u, mo¿emy przyporz¹dkowaæ w p³aszczy�nie obrazu figurê zwan¹ jej
odpowiednikiem redukcyjnym. Odpowiednik redukcyjny jest zbudowany z odcinków linii pro-
stych, ³¹cz¹cych w p³aszczy�nie odwzorowania, obrazy wierzcho³ków wieloboku.

Ró¿nice lub ilorazy, zachodz¹ce pomiêdzy odpowiadaj¹cymi sobie parametrami metrycz-
nymi figury geodezyjnej, zlokalizowanej na powierzchni orygina³u i odpowiednika redukcyj-
nego tej figury na powierzchni obrazu, nazywamy redukcjami odwzorowawczymi geodezyj-
nymi. Redukcje odwzorowawcze geodezyjne dotycz¹ d³ugo�ci boków, k¹tów wewnêtrz-
nych lub azymutów boków, a tak¿e pól figur geodezyjnych.

Je¿eli przyjmiemy za powierzchniê orygina³u w odwzorowaniu kartograficznym elipsoidê
obrotow¹ sp³aszczon¹ o równaniu:

(1)

oraz obraz

      
(2)

w p³aszczy�nie z=const i oznaczymy przez Ds d³ugo�æ odcinka linii geodezyjnej przechodz¹-
cej przez punkty P1 i P2 po³o¿one na powierzchni orygina³u oraz przez A1 azymut tej linii w
punkcie P1, a przez A2 azymut linii geodezyjnej w punkcie P2 (rys. 1),  W tak utworzonym
odwzorowaniu kartograficznym obrazem odcinka linii geodezyjnej P1P2, bêdzie odcinek krzy-
woliniowy P1�P2� o d³ugo�ci Ds�, obrazem azymutu A1, bêdzie k¹t skierowany A1� zawarty

pomiêdzy wektorem 
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stycznym do obrazu linii geodezyjnej w tym punkcie. Z drugiej strony obrazem azymutu A2,
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&  stycznym do obrazu po³udnika w punkcie P2�, a wektorem 
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 stycznym do obrazu linii

geodezyjnej w tym punkcie, jak to pokazano na rysunku.
Odpowiednikiem zredukowanym linii geodezyjnej P1P2 bêdzie odcinek linii prostej o d³u-

go�ci Ds�, ³¹cz¹cej punkty P1� i P2�, odpowiednikiem zredukowanym k¹ta kierunkowego A1

bêdzie k¹t skierowany A2� zawarty pomiêdzy wektorem stycznym 

%
U
& do obrazu po³udnika w

punkcie P1� a odcinkiem; natomiast odpowiednikiem zredukowanym k¹ta kierunkowego A2,
bêdzie k¹t skierowany A2� zawarty pomiêdzy wektorem stycznym do obrazu po³udnika 
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w punkcie P2�, a odcinkiem P1�P2�. K¹ty d12 = A1� � A1�, d21 = A2� � A2� nosz¹ nazwê k¹tów
redukcyjnych (rysunek).

Rys. Ilustracja odpowiedników topologicznych i redukcyjnych linii geodezyjnej

Redukcja odwzorowawcza pola D�F zawartego pomiêdzy obrazem ³uku linii geodezyjnej
a ciêciw¹ P1� P2� wyra¿a siê wzorem:

(3)

gdzie  Ds� � d³ugo�æ ciêciwy P1� P2� oraz d = 0,5(d12+d21).

Zale¿no�æ (3) jest wzorem przybli¿onym wynikaj¹cym z aproksymacji obrazu linii geode-
zyjnej ³ukiem okrêgu. Ma on zastosowanie dla krótkich d³ugo�ci linii geodezyjnych.

K¹ty redukcyjne d12 oraz  obliczamy jako ró¿nicê odpowiedników redukcyjnych i obra-
zowych odpowiednich kierunków

oraz (4)
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Odpowiedniki topologiczne azymutów A1, A2 obliczamy z ich definicji:

(5)
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tzn. z wzorów:

(6)

i  analogicznie ich odpowiedniki redukcyjne z wzorów:

(7)

Pochodn¹ dB/dL obliczamy nastêpuj¹co:

(8)

Analiza uzyskanych wyników obliczeñ warto�ci pól
powierzchni wieloboków w wybranych odwzorowaniach

równopolowych z uwzglêdnieniem redukcji pól

Uwzglêdnienie redukcji pola okre�lonego równaniem (3) daje mo¿liwo�æ dok³adnego obli-
czenia pól powierzchni wieloboków geodezyjnych. W tabeli 1 i 2 przedstawiono wyniki obli-
czeñ pól powierzchni przyk³adowych wieloboków przed i po uwzglêdnieniu redukcji odwzoro-
wawczych. Obliczenia wykonano na tych samych danych co w artykule opublikowanym w
2010 r. (Pêdzich, Ku�ma, 2010). Wieloboki utworzono w oparciu o wspó³rzêdne punktów
le¿¹cych na granicy Polski. Obliczenia wykonano dla 5 wieloboków, w których �rednie odle-
g³o�ci pomiêdzy wierzcho³kami wynios³y odpowiednio 9 km (max 47 km), 2 km (max 12 km),
1 km (max 6 km), 0,5 km (max 3 km) i 0,3 km (max 1,5 km). W tabeli 1 zamieszczono wyniki
obliczeñ pól powierzchni wieloboków w wybranych odwzorowaniach równopolowych.

Wykonano równie¿ obliczenia dla wieloboku utworzonego w oparciu o wspó³rzêdne punk-
tów le¿¹cych na granicy województwa mazowieckiego. �rednie odleg³o�ci pomiêdzy punk-
tami wynios³y 0,5 km (maksymalne 4,5 km). W tabeli 2 zamieszczono wyniki obliczeñ pól
powierzchni wieloboku w wybranych odwzorowaniach równopolowych.

Uzyskane wyniki wykazuj¹ du¿¹ zgodno�æ pomiêdzy obliczonymi polami powierzchni,
po uwzglêdnieniu redukcji odwzorowawczych. W przypadku wieloboku oznaczonego Pole
(tab. 1), gdy odleg³o�ci pomiêdzy wierzcho³kami dochodzi³y do 47 km, ró¿nice pomiêdzy
polami powierzchni obliczonymi w ró¿nych odwzorowaniach kartograficznych przed uwzglêd-
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Tabela 1. Wyniki obliczeñ pól powierzchni wieloboków w wybranych odwzorowaniach kartograficznych
Polski przed i po uwzglêdnieniu redukcji pól

-orozwdO
einaw

-³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

1eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

1eloP
uineindêlgzwuop

ijckuder
m[ 2]

2eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

2ieloP
uineindêlgzwuop

ijckuder
m[ 2]

ewoclaW mk/m07 55213 336604 1 152655213 277 655213 61511 1 57152655213 2

enlatumyzA mk/m76 55213 280127 1 152655213 877 655213 96113 4 257152655213

anosnaS mk/m53 55213 718770 4 152655213 807 555213 56909 6 57152655213 2

a'ennoB mk/m1 55213 587465 4 152655213 308 655213 00412 9 57152655213 4

areluE mk/mc06 55213 791965 0 252655213 650 655213 667612 7152655213 07

-orozwdO
einaw

-³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

3eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

3eloP
uineindêlgzwuop

ijckuder
m[ 2]

4eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

4eloP
uineindêlgzwuop

ijckuder
m[ 2]

ewoclaW mk/m07 655213 406712 57152655213 8,1 2655213 51234 57152655213 8,1

enlatumyzA mk/m76 655213 737662 57152655213 8,1 2655213 89455 57152655213 9,1

anosnaS mk/m53 655213 822661 57152655213 7,1 2655213 17303 57152655213 9,1

a'ennoB mk/m1 655213 613242 57152655213 3,2 2655213 39394 57152655213 0,2

areluE mk/mc06 655213 500342 57152655213 3,6 2655213 56594 57152655213 0,3

-orozwdO
einaw

-³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

5eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

5eloP
uineindêlgzwuop

ijckuder
m[ 2]

ewoclaW mk/m07 2655213 81694 ,257152655213 4

enlatumyzA mk/m76 2655213 81694 ,257152655213 4

anosnaS mk/m53 2655213 70464 ,257152655213 4

a'ennoB mk/m1 2655213 70464 ,257152655213 4

areluE mk/mc06 2655213 60215 ,257152655213 7

nieniem redukcji, dochodz¹ do kilku kilometrów kwadratowych. Natomiast po uwzglêdnie-
niu redukcji s¹ znacznie mniejsze, wynosz¹ kilkaset metrów kwadratowych. Wraz ze zmniej-
szaniem odleg³o�ci miêdzy punktami uzyskujemy wy¿sz¹ zgodno�æ wyników. Dla wielobo-
ku oznaczonego Pole 5 przed
uwzglêdnieniem redukcji, ró¿nice s¹
rzêdu kilku tysiêcy metrów kwadra-
towych, po uwzglêdnieniu redukcji
poni¿ej metra kwadratowego. Uzy-
skano wiêc du¿¹ zgodno�æ wyników
pomiêdzy ró¿nymi odwzorowaniami
kartograficznymi. Podobne wyniki
uzyskano w przypadku wojewódz-
twa mazowieckiego (tab. 2).

Analizuj¹c wyniki przed uwzglêd-
nieniem redukcji, mo¿na zauwa¿yæ,
¿e im wystêpuj¹ mniejsze zniekszta³-
cenia d³ugo�ci, tym ró¿nice pomiê-

Tabela 2. Wyniki obliczeñ pól powierzchni wieloboków
w wybranych odwzorowaniach kartograficznych wojewódz-

twa mazowieckiego przed i po uwzglêdnieniu redukcji pól

-orozwdO
einaw

-³atzskeinZ
ainec

ic�ogu³d

eloP
ijckuderzeb

m[ 2]

opeloP
uineindêlgzwu

ijckuder
m[ 2]

ewoclaW mk/m07 568553 83693 4053568553 0,6

enlatumyzA mk/m75 568553 33833 4053568553 0,5

anosnaS mk/m41 568553 45263 4053568553 0,6

a'ennoB mk/mc01 568553 85843 4053568553 9,7

areluE mk/mc01 568553 08843 4053568553 5,5
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dzy obliczonymi polami s¹ mniejsze. Uzyskiwane rozbie¿no�ci równie¿ s¹ mniejsze gdy odle-
g³o�ci pomiêdzy wierzcho³kami s¹ mniejsze. Z analizy uzyskanych wyników po uwzglêdnieniu
redukcji odwzorowawczych wynikaj¹ wnioski:

1. Niezale¿nie od wielko�ci zniekszta³ceñ d³ugo�ci, otrzymujemy podobne ró¿nice pomiê-
dzy obliczonymi warto�ciami pól powierzchni.

2. Wiêksze odleg³o�ci pomiêdzy punktami powoduj¹ nieco wiêksze rozbie¿no�ci.
Wniosek 2 wynika z niedoskona³osci zastosowanego algorytmu obliczania redukcji od-

wzorowawczych, opartego na aproksymacji obrazu linii geodezyjnej ³ukiem okrêgu. Przybli¿e-
nie to daje pozytywne rezultaty dla niewielkich odleg³o�ci miêdzy punktami, a dla du¿ych
odleg³o�ci wzrastaj¹ rozbie¿no�ci pomiêdzy obliczonymi powierzchniami pól.

Do obliczenia redukcji pola, w przypadku du¿ych odleg³o�ci miêdzy punktami, nale¿y
zastosowaæ inne metody, np. oparte o ca³kowanie numeryczne, metodê Simpsona. Wyzna-
czamy wówczas wspó³rzêdne prostok¹tne p³askie punktów równomiernego podzia³u odcin-
ka obrazu linii geodezyjnej P0Pn. Maj¹c dane wspó³rzêdne prostok¹tne koñców odcinka
(x0,y0) oraz (xn,yn) dokonujemy transformacji wspó³rzêdnych punktów podzia³u odcinka linii
geodezyjnej do uk³adu lokalnego x�oy�, którego pocz¹tkiem jest punkt P0 oraz punkty P0 oraz
Pn wyznaczaj¹ kierunek osi y� nowego uk³adu.

(4)

Nastêpnie obliczamy pole D�F stosuj¹c formu³ê ca³kow¹ Simpsona

(5)

gdzie:

Obliczenie wspó³rzêdnych prostok¹tnych p³askich punktów le¿¹cych na obrazie odcinka
linii geodezyjnej realizujemy w nastêpuj¹cych 2 etapach:

1. Korzystaj¹c z metod przenoszenia wspó³rzêdnych wzd³u¿ linii geodezyjnej na elipso-
idzie obliczamy wspó³rzêdne punktów równomiernego podzia³u tego odcinka,

2. Obliczamy wspó³rzêdne obrazów tych punktów w p³aszczy�nie odwzorowania rów-
nopolowego.

Podsumowanie

W artykule przedstawiono pewne aspekty prowadzonych prac badawczych nad opraco-
waniem metodyki obliczania pól powierzchni elipsoidalnych wieloboków geodezyjnych, z
zastosowaniem odwzorowañ kartograficznych równopolowych. Artyku³ stanowi kontynu-
acjê opublikowanych w 2010 r. wyników badañ z tego zakresu. W artykule zajêto siê proble-
mem redukcji pól powierzchni w odwzorowaniach równopolowych. Pokazano, ¿e do uzy-
skania du¿ej dok³adno�ci wyników niezbêdne jest stosowanie redukcji pól powierzchni.
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Abstract

The paper deals with the problems of area reduction determination in equal-area map projections. It
was demonstrated  that in order to obtain high compliances between areas of polygons calculated in
various map projections it is necessary to take into account the influence of area reduction,.
In the paper, definitions of topology and image equivalents of geodetic line and definition of area
reduction are presented. Algorithms of calculation of area reductions for short and long distances of
geodetic lines are described. In the case of short distance, the suggested algorithm is based on
approximation of the image of a geodetic line by arc of circle and then the area between the arc and
chord is calculated. In the case of long distance, the suggested algorithm is based on numerical
methods of integration. In both cases, knowledge of methods to transfer geodetic coordinates on
ellipsoid are needed.
Basing on prepared computer programs, the appropriate tests were made. 6 polygons were selected.
5 of them consisted of points located on the border of Poland and one consisted of points located on
boundary of Mazovia region. The areas were calculated in 5 map projections in two ways: taking into
consideration the area reductions and without them.
After analyzing results obtained before area reduction was taken into consideration it was easy to
notice that when distortion were smaller the differences between areas were smaller too. Also, smaller
distances between points caused smaller differences. After consideration of area reductions, the diffe-
rences between calculated areas were generally smaller than before reductions, irrespective of  distor-
tions. It is obvious that the higher compliance of results was obtained when the distance between points
was decreased. Application of the algorithm for calculation of projection reductions, based on appro-
ximation of the image of the geodetic line by the circular arc produced good results for small distances
between points; thus, differences between calculated areas were bigger for longer distances. In the
case of long distances between points, other methods should be used for calculation of reduction of
areas, based on numerical integration.

dr hab. in¿. Pawe³ Pêdzich, prof. PW
p.pedzich@gik.pw.edu.pl

mgr in¿. Marta Ku�ma
mkuzma@vp.pl


